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Predmluva

Digitalni zpracovani a analyza obrazl jsou moderni a rychle se rozvijejici disci-
pliny. Jejich vysledky jsou dnes jiz bézné pouzivany pti upravach a kompresi obrazi
a videosekvenci, pfi rozpoznavani textl, v kontrolnich a strezicich systémech, v pri-
myslovych robotech, ve fotogrammetrii i jinde. Dostateény vykon a technologicka
uroven soucasnych vypocetnich systému umoznila pronikani digitalniho zpracovani
obrazu dokonce i do spotfebni elektroniky. Prikladem je digitalni fotografie, digitalni
video a digitélni televize.

Na Fakulté elektrotechniky a informatiky VSB-TU Ostrava je ve studijnfm oboru
yinformatika a vypocetni technika“ problematika digitdlniho zpracovani a analyzy
obrazu prednasena v predmeétech , digitalni zpracovani obrazu“ a ,analyza obrazu®
Predkladany ucebni text je urcen pro potteby obou téchto predmétt. Vychazi z mno-
haleté zkuSenosti s vyukou téchto predmétu a pokryva znacnou c¢ast latky, kterd je
pzednésena zejména v predmeétu ,,digitalni zpracovani obrazu“. Ponékud teoreticka
povaha textu je kompenzovana ve cvi¢enich, ktera jsou naopak vénovana implemen-
tacnim a jinym praktickym pohlediim na probiranou tematiku, jakoz i ukézkam
v praxi pouzivanych programovych systémii. Jsme si védomi toho, ze i pri velké
péci, kterou jsme vypracovani textu vénovali, se v ném mohou vyskytnout nejas-
nosti, preklepy nebo i chyby. Ctenditim budeme proto vdééni za upozornéni na
veskera pripadnéd nedopatieni i za pripominky a komentare.

V Ostrave 5. zar 2011 Autori
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Kapitola 1

Prostor obrazovych signalia

V této kapitole bude podéan prehled zakladnich teoretickych nastroji, které jsou po-
tfebné pro kvalifikované zvladnuti problematiky digitalniho zpracovani obrazu. Cte-
nare zde prosime o urc¢itou davku trpélivosti. Bez pochopeni skutecnosti uvedenych
v této kapitole se zpracovanim obrazu nelze seridzné zabyvat. Protoze kazdy opticky
obraz je signdlem, budeme v této kapitole ponékud obecnéjsi a misto o obrazu nebo
obrazovém signalu budeme casto obecné hovorit pouze o signdlu. Zavéry, které zde
uvedeme, plati pro jakékoli signaly, a tedy i pro signaly obrazové. Obrazové signaly
jsou zpravidla dvojrozmérné. S ohledem na tuto skutec¢nost budeme vztahy, které
budou pozdéji prakticky vyuzivany, ihned formulovat také v jejich dvojrozmérnych
variantach.

1.1 Prostor signala

Predpokladédme, ze signdl je definovan nad jistou podmnozinou (oznacme ji 2) m-
-rozmérného euklidovského prostoru E™ (euklidovsky prostor je prostor spliujici
Euklidovy postulaty; jedna se o bézny metricky prostor, s niz jsme zvykli pracovat
napt. v geometrii). Touto podmnozinou muze byt néjaka ohrani¢end nebo neohra-
nicena souvisla oblast v E™, mnozina jednotlivych bodua z E™, ale také cely prostor
E™. Jestlize je oblast, nad niz je signal definovan, souvisld, jedna se o tzv. spojity
signal . V dalsim textu budeme souradnice bodi takové oblasti oznacovat (z,vy),
(u,v) atd. Jestlize je obraz definovan pouze nad jednotlivymi body, jedna se o tzv.
diskrétni signdl . Velmi ¢asto se zde pouziva usporadani bodu v pravidelné (ekvi-
distantni) mrizce. Bez Gjmy na obecnosti lze pak predpokladat, ze souradnice bodu
jsou celociselné. V dalsim textu budeme souradnice bodl, nad nimiz je diskrétni
obraz definovan, znacit jako (m,n), (k,[) atd. Pfi praktické implementaci na poci-
taci se pouziva diskrétni reprezentace. Spojita reprezentace je vSak také uzitecna.
Vyuzijeme ji zejména pri teoretickém odvozovani. Ve spojitém i diskrétnim pripadé
mohou mit obrazy bud kone¢nou a nebo i nekone¢nou velikost. Predstavé o obrazu
odpovida samoziejmé vice velikost konecnd (nejcastéji si predstavujeme, Ze je obraz
definovan nad oblasti ve tvaru obdélnika). Nekonecnou velikost je mozné povazovat
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za zjednoduseni uzitecné pri odvozovani, které mize byt nékdy snazsi pro velikost
nekonec¢nou nez konec¢nou.

Matematickou reprezentaci signdlu je funkce f : 2 — 7, kde v je obor hodnot
signalu. Mnozina v muze byt napf. mnozinou realnych nebo celych ¢isel (obrazy
ve stupnich Sedi), mnozinou komplexnich ¢isel (obrazy vznikajici nékterymi trans-
formacemi), mnoZinou vektori o tfech slozkdch (v barevnych obrazech byva casto
barva kazdého bodu popsana trojici R, G, B, jejiz jednotlivé ¢leny udavaji intenzitu
Cervené, zelené a modré barevné slozky) nebo podmnozinou nékteré z uvedenych
mnozin. O signdlu f fekneme, ze je m-rozmérnym signalem. Mnozinu funkci reali-
zujicich zobrazeni () — v nazveme m-rozmérnym signdlovym prostorem .. Je tedy
= {f|f : @ — ~}. Uvahy provedené déle v této kapitole se budou tykat zejména
signalt realnych a komplexnich. Doplnujici informace, které se tykaji signala repre-
zentovanych celymi ¢isly a vektory, uvedeme na vhodném misté pozdéji.

Priklad 1.1. Méjme obraz v drovnich jasu rozméru 3 x 3 pixely. Hodnoty jasu
v kazdém pixelu mohou byt z rozsahu 0,...,9. Urcete, kolik prvki méa v daném
pripadé prostor obrazovych signala .7.

Reseni. S uvazenim podobnosti s dekadickymi ¢isly o deviti fadech snadno doché-
zime k zévéru, ze hledany pocet prvki je 10°. A

1.1.1 Linearita prostoru signald, baze v prostoru signala

Pti zpracovani signali dosti ¢asto predpokladame, ze pro signély plati princip super-
pozice . Matematickym vyjadfenim této predstavy je, ze signdlovy prostor predpo-
kladame linearni. Zopakujme, Ze v linearnim prostoru je definovana operace sc¢itani
prvki a ndsobeni prvku konstantou (konstantou muze byt redlné nebo komplexni
¢islo). Pripomenime déle, ze v linedrnim prostoru existuje nulovy prvek a ke kazdému
prvku existuje prvek opacny.

Ve zpracovani signalu a obrazu hraje vyznamnou tlohu bdze v prostoru signal,
coz je pojem, ktery v dalsim textu také pripomeneme. Uvazujme nejprve prostor
jednorozmérnych diskrétnich signali (oznac¢me jej ), kde definiénim oborem 2 je
mnozina M bodl. Kazdy bod je popsan svym indexem m. Bez Gijmy na obecnosti
lze predpokladat, ze index nabyva hodnot 0,1,..., M — 1. V prostoru . uvazujme
mnozinu {¢x(m)|k =0,1,..., N — 1} obsahujici N diskrétnich funkei definovanych
nad €2. Funkce této mnoziny nazveme linearné zavislymi, jestlize lze najit koeficienty
ay (z nichz alespon jeden je rizny od nuly) tak, ze plati vztah

iakgok(m) =0. (1.1)

V opacéném pripadé funkce nazveme linearné nezavislymi.
Mnozina @g(m) je uplnd v daném prostoru signéli, jestlize je mozné kazdou
funkci z tohoto prostoru vyjadrit jako linearni kombinaci funkci z této mmnoziny.
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Linedrné nezavisly systém funkei g (m), ktery je Gplny, nazveme bazi prostoru .7.
Kazdou funkci f(m) prostoru . lze vyjadrit jako linedrni kombinaci bazovych funkeci

N—

;_-

N

Fepum) = 3 F(k)gu(m), (1.2)

kde F}, jsou koeficienty, které obecné mohou byt komplexni. Protoze na . mtizeme
pohlizet jako na prostor M-rozmérnych vektort, je zrejmé, ze bazovych funkci je
pravé M. Pro zvoleny systém bazovych funkeci 1ze proto kazdy signal f(m) prostoru
& reprezentovat usporadanou M-tici (Fy, F, ..., Fy—1) koeficienti. Na tuto M-
-tici muzeme ovsem také pohlizet jako na diskrétni funkci F'(k), k =0,1,..., M —1,
¢ehoz jsme jiz ve vztahu (1.2) vyuzili.

Analogicky lze postupovat také pro jednorozmérné spojité signaly. V tomto pii-
padé je definiénim oborem signalii nespocetnd mnozina 2 C E!, a proto lze oceka-
vat, Ze i baze bude obecné tvofena nespocetnou mnozinu funkei. Takovou mnozinu
muzeme formalné zapsat jako jedinou funkci ¢(u,z) dvou argumentt, kde x € Q
au€ U, U CR (R zna¢i mnozinu redlnych ¢isel). Libovolny spojity signal f(z) lze
pak vyjadrit jako linedrni kombinaci pomoci vztahu

o) = / F(w)p(u, z) du. (1.3)

U

S ohledem na zvolenou béazi ¢(u,z) lze tedy kazdy prvek f(x) prostoru spojitych
signali reprezentovat pomoci funkce F'(u).

Zavery zatim uvedené snadno zobecnime také na signaly dvojrozmérné. Pred-
pokladame, ze v pripadé dvojrozmérného diskrétniho signélu je Q = {(m,n)|m =
=0,1,...,.M —1;n =0,1,...,N — 1}. Celkovy pocet bazovych funkei je proto
M x N.V pripadé dvojrozmérného spojitého signalu je podle oc¢ekavani poloha kaz-
dého bodu popsana dvojici soutadnic x, y a dale je U C R x R. Pro dvojrozmérny
diskrétni a dvojrozmérny spojity signal tak postupné mame

-1N-1

f(m ZFklgoklmn) (1.4)

Flaoy) = // Fu,0)p(u, v, 7, y) du do. (1.5)

Jak je zfejmé ze vztahu (1.4), nahlizime ve shodé s poznamkou ke vztahu (1.2)

v diskrétnim pripadé na koeficienty v linearni kombinaci jako na dvojrozmérnou
funkci F'(k,1), k=0,1,....M —1,1=0,1,...,N — 1.

Priklad 1.2. Navrhnéte bazi pro prostor obrazovych signalta z prikladu 1.1 z pred-
chozi podkapitoly.
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Reseni. Je ziejmé, 7e hledana baze musi obsahovat devét funkei (obrazil) definova-
nych nad deviti pixely obrazu. Jednou z moznosti je zvolit funkce tak, ze kazda bude
obsahovat vzdy jednu hodnotu 1 a ostani hodnoty budou 0. Kazda z funkci bude
mit pti tom hodnotu 1 na jiném misté. Bazi takto konstruovanou jisté velmi dobte
znate napr. z prace s trojrozmérnymi vektorovymi prostory. Uvedené pripomenuti
se hodi. Na nas prostor obrazi majicich 3 x 3 pixely mizeme totiz také nahlizet jako
na prostor vektort o deviti prvcich. Baze, kterou jsme nyni navrhli, je ortonormalni.
Pozdéji se seznamime s bazemi, které jsou navzeny méné primocare. A

1.1.2 Skalarni souc¢in nad prostorem signali

Regen{ tiloh se usnadni, jestlize nad prostorem signall zavedeme skaldrni soucin .
Necht .7 je linedrni prostor signali. Skaldrni souc¢in (¢, 1) prifazuje kazdym dvéma
prvkim ¢, ¥ tohoto prostoru ¢islo (obecné se jedné o ¢islo komplexni) téchto vlast-
nosti:

(o, ) = (¥, )", (1.6)
(a1 + bpa, 1) = alp1,¥) + b(p2,¥) , 1.7)
(¢, )20, (p,0) =0 =0, (1.8)

kde a, b jsou ¢isla (obecné opét komplexni) a * oznacuje ¢islo komplexné sdruzené.
Prostor, v némz je zaveden skalarni soucin, se nazyva unitdrnim prostorem . Pomoci
skalarntho souc¢inu lze zavést normu || ¢ || prvku ¢ jako odmocninu ze skalarniho

e ll=Vip e . (1.9)

Prvky ¢, 9 unitarniho prostoru nazveme ortogonalnimi, jestlize plati

(p,9) =0. (1.10)

Necht {¢x} je systém prvka unitdrniho prostoru. Tento systém nazveme ortogonal-
nim, jestlize plati

—~

40, k=1
(prs 01) { Zo k4l (1.11)
Systém {¢x} nazveme ortonormalnim, jestlize navic plati

(on, 1) = 6(k = 1), (1.12)

kde (i) je tzv. Kroneckerova funkce , ktera je definovana nad mnozinou celych ¢isel

vztahem
. 1, i=0
o(i) _{ 0, i=41,42... " (1.13)
Uvazujme nyni unitarni prostor ., ve kterém je systém {p,} bézi. Jestlize je
systém {py} ortogonalni popf. ortonorméalni, pak hovorime o ortogonalni nebo o or-
tonormalni bazi. K provéreni tiplnosti systému funkei {¢ } v .7 1ze pouzit nasledujici
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vétu. Systém funkei {¢r} je Gplny v . pravé tehdy, jestlize v . neexistuje prvek
(s vyjimkou nulového), ktery by byl ortogonalni ke vsem prvkim systému {4} (vétu
uvadime bez dikazu).

Zvolme nyni v prostoru . diskrétnich signalti konkrétni skaldrni soucin a ukazme
dusledky této volby. Defini¢nim oborem funkci prostoru . necht je nejprve mno-
zina Q = {0,1,...,M — 1} a ¢(m), ¥»(m) necht jsou funkce z .. Skaldrni souéin
v prostoru . zavedme takto

M—

(e(m), ¥(m)) = > e(m)¢*(m), (1.14)

m=0

—_

kde * oznacuje komplexné sdruzenou funkci. Na ¢tenari ponechavame, aby ukazal,
ze takto definovany skalarni souc¢in ma vlastnosti (1.6) az (1.8). Necht {¢r(m)} je
béze v prostoru .. Podminku (1.12) ortonormality lze nyni rozepsat ve tvaru

M-1

Y wr(m)gi(m) =8k —1). (1.15)

m=0
Lze ukazat, ze uvedenému vztahu je ekvivalentni vztah

M—

=

o (m)i(n) = 6(m —n). (1.16)

Analogicky 1ze postupovat také ve spojitém pripadé. Necht .% je prostor spojitych
signali. V . uvazujme bazi p(u,z), x € Q, u € U. Podminka ortonormality béze
ma nyni tvar

<()0(U,.T),()0(U,QZ)> :(5(U—U>, (117)

kde d(u) je v tomto piipadé tzv. Diraciuv impulz. (I v dal$im textu budeme podle
potieby symbolu 0 pouzivat k oznaceni bud Kroneckerovy funkce nebo Diracova
impulzu. O kterou funkci jde, bude vzdy zfejmé z kontextu). Diractiv impuls na-
byva nenulové hodnoty pouze pro u = 0, kde je jeho funkéni hodnota nekonecno.
Podrobnéji o této funkei pojedname v odstavei 1.2.3. Necht ¢(z), ¥(z) jsou funkce
z .. V prostoru . zavedeme skalarni soucin predpisem

(¢l@) (@) = [ pla)i(@)do. (113

Q

Ovétend, ze takto zavedeny skalarni souc¢in mé vlastnosti (1.6) az (1.8), opét pone-
chavame ctenafi jako cviceni. Podminku ortonormality baze mtizeme nyni zapsat ve
tvaru

/go(u,ac)gp*(v, z)dr =0(u—v). (1.19)

Q
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Opét 1ze ukazat, ze uvedenému vztahu je ekvivalentni vztah

/go(u, ) (u,y)du =d(x —y). (1.20)

U

Zobecnéni dosud uvedeného na dvojrozmérné signaly je primocaré. V pripadé
dvojrozmérnych signdli madme 2 C E?. Vztahtim (1.14) az (1.20) postupné odpovi-
daji néasledujici vztahy (vztahy (1.21), (1.24) podavaji ndvod na vypocet skalarniho
soucinu; vztahy (1.22), (1.23), (1.25), (1.26) vyjadiuji podminku ortonormality):

M-1N-1
{e(m,n) p(m,n)p*(m,n), (1.21)
m=0 n=0
M-1N-1
<10k1,ll m,n (pk2 ZQ(m n) = 5(]€1 kz)é(ll — lz) = 5(1{31 — k}Q, ll — 12), (122)
m=0 n=0
M—-1N-1
@ri(mi,n1)ey (Mg, ng) = 6(my —ma,n1 — na), (1.23)
k=0 =0

(el ilo) = [ [ opv ey deay, (1.24)
//gp(ul, v1, T, Y) " (ug, vo, z,y) dr dy = 6(up — ug, v1 — v9) , (1.25)

//SO(U,Uaxlayl)@*(%vax?;?b) dudv = 6(1‘1 — T2, Y1 — 92) . (126)

Poznamenejme, ze vysSe uvedenych vztazich jsme pouzili dvojrozmérnou Kronecke-
rovu funkei, kterou lze definovat vztahem (i, j) = d(7)d(j), a dvojrozmérny Diractv

impulz §(z,y) = 0(x)d(y).

1.1.3 Reprezentace signalu pomoci bazovych funkci

V této podkapitole ukazeme, jak je mozné vyjadrit obraz jako linedrni kombinaci
zvolenych bazovych funkci. Uvedeny postup pozdéji vicekrat vyuzijeme. Je zakladem
transformaci obrazu, napr. transformace Fourierovy. Necht .# je unitarni prostor dis-
krétnich signdli definovanych nad mnozinou M bodt, necht f(m) je signél z tohoto
prostoru a {@g(m)|k =0,1,..., M — 1} necht je ortonormdlni béze v .. Ze vztahu
(1.2) vime, Ze f(m) je mozné vyjadiit jako linedrni kombinaci

M-1
Fpr(m (1.27)
1=0
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Provedeme-li skaldrni soucin obou stran rovnice (1.27) s funkei og(m) béze, pak
ziskdme

M-1
(f(m),pe(m)) = Y Fi{pu(m), ox(m)) . (1.28)
1=0
S ohledem na predpokladanou ortonormalitu baze ziskdvame hledany vysledek

Fi = (f(m), ou(m)). (1.29)

Rozepiseme-li skalarni soucin podle vztahu (1.14) a zapiSeme-li M-tici Fy, Fi, ...,
Fy—y formélné jako funkei, pak lze vztah (1.29) prepsat do tvaru

M—

F(k) =" f(m)gi(m). (1.30)

m=0

[y

Vztah (1.30) podava navod, jak pro zadany signal f(m) a zadanou ortonormélni
bézi {pr(m)} prostoru .7 urcit M-tici koeficienta (Fy, Fi, ..., Fy—1), které signél
reprezentuji.

Analogicky je opét mozné postupovat také pro spojité signaly. Necht .# je uni-
tarni prostor jednorozmérnych spojitych signali, ¢(u, v) necht je ortonormélni béze
a f(z) necht je signdl v .. Ze vztahu (1.3) vime, Ze f je mozné vyjadrit jako linedrni
kombinaci

f(z) :/F(v)ap(v,x) dv. (1.31)
U

Provedeme-li skaldrni sou¢in obou stran rovnice (1.31) s ¢(u,v), pak po Upravé
ziskame

F(u) = (f(z), o(u, ). (1.32)
Rozepiseme-li skaldrni soucin podle (1.18), pak lze vztah (1.32) prepsat na

F(u) = / / F(@)o* (u, z) da . (1.33)

Vztah (1.33) opét podava navod, jak pro zadany signal f(z) a pro zadanou ortonor-
malni bazi ¢(u,x) uréit funkei F'(u), kterd signal reprezentuje. Jak je jiz obvyklé,
ziskdme podobné snadno také predpisy pro funkce F'(k, 1), F(u,v) pouzité ve vzta-
zich (1.4) a (1.5):

POk = 32 3 fmmgialm,m), (134
F(u,v) = /f(x,y)go*(u,v,x,y)dxdy. (1.35)
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Priklad 1.3. Promyslete, co by se stalo, kdyby béaze, s niz pracujeme, nebyla orto-
normalni, ale nejprve pouze ortogonalni a pak zcela obecna.

Resend. Uvazujme diskrétni jednorozmérny piipad. V piipadé ortogonalni béze neni
explicitni vztah pro hledané koeficienty. Potize ale nastanou v pripadé baze zcela
obecné. Zde je pak nutné koeficenty urcit fesenim soustavy rovnic. Protoze pocet
bazovych funci je v praktickych pripadech velky, je také velka soustava, ktera se ma
fesit. Ted je jiz jasné, pro¢ v minulosti byly (a dodnes také jsou) ortonormdlni ¢i
ortogonalni baze tak akcentovany. ReSeni pro obecnou bézi difve nebylo prakticky
mozné. A

1.2 Operace nad prostorem signali

Matematickym modelem tprav obrazu jsou operace nad prostorem obrazovych sig-
nala. Pripravy ziskané v této podkapitole opét pozdéji bohaté vyuzijeme. Necht .7
je prostor signali. Modelem tpravy signalu je unarni nebo n-arni operator € reali-
zujici zobrazeni . — ., popripadé .¥" — .. Jestlize, s ohledem na nasi aplikaci,

uvazujeme prostor dvojrozmérnych signala a jestlize f(z,y), fi(x,v),..., fa(x,y)
€ . jsou prvky tohoto prostoru, pak muzeme tpravu signalu popsat vztahy

g(z,y) = O{f(z,y)}, (1.36)

9(x,y) = O{fi(z,y), fo(z,y), .., fulz,9)}, (1.37)

kde g(z,y) je opét prvkem uvazovaného prostoru. Velmi ¢asto predpokladame, ze
operator ¢ ma néjaké specialni vlastnosti; nejcastéji se jedna o linearitu a invarianci
viici posuvu. Pojedname o nich v nésledujicich podkapitolach.

1.2.1 Linearni operace

Vétsina vysledki v teorii zpracovani signalt je odvozena za predpokladu, ze tiprava
signalu je popsana operatorem, ktery je linearni. Vysvétleme tento pojem. Necht
f(z,y),9(z,y) € . jsou signély; a, b necht jsou redlnd nebo komplexni ¢isla. Ope-
rator € nazveme linearnim operatorem, jestlize plati

Olaf(z,y) +bg(x,y)} = a0 {f(z,y)} + b0 {g(z,y)}. (1.38)

Uvedeny vztah mizeme samoziejmé zobecnit pro libovolny pocet s¢itanct.

1.2.2 Operace invariantni vicéi posuvu

Nékdy pozadujeme, aby mél operator kromé linearity jesté nékteré dalsi vlastnosti.
Velmi casto to byva invariance operatoru vici posuvu, ktera je vyznamnou vlastnosti
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ve zpracovani obrazu. Pokud bychom ji nepredpokladali, nebylo by mozné, jak dale
uvidime, odvodit mnoho uzitecnych vysledkii.

Necht f(x,y) je signal. Predpokladejme, ze aplikaci operatoru & na signal f
obdrzime signél g; je tedy g(z,y) = 0{f(z,y)}. Operdtor & nazveme invariantnim
vaci posuvu, jestlize pro libovolny signal f(z,y) a pro kazdou dvojici a, b vyplyva
ze vztahu g(x,y) = O{f(x,y)}, ze plati také

gx—ay—0b)=0{f(x—a,y—10)}. (1.39)

Vyse uvedené miuzeme vyslovit také méné formalné. Jestlize operator invariantni
vi¢i posuvu aplikujeme na dva vzajemné posunuté, ale jinak shodné signaly, pak
vysledkem operace jsou signaly, které jsou také vzajemné posunuté, ale jinak shodné.
Vzajemny posuv vyslednych signali je pri tom stejny jako posuv signéalii vstupnich.

1.2.3 Diractv impulz

Mnoho pozoruhodnych vysledkit ve zpracovani signalti bylo odvozeno za pouziti
tzv. impulzové funkce - Diracova impulzu. Tento odstavec proto vénujeme uvedené
funkei a jejim vlastnostem. Ctendfe, ktery se snad hloubéji zabyva o matematiku
prosime o urc¢itou shovivavost k vykladu, ktery bude nasledovat. Vyklad je zaméren
zejména na pochopeni fakt, které jsou prakticky vyuzitelné ve zpracovani signélu.
Pokud bychom pozadovali vyklad striktné matematicky korektni, bylo by zapottebi
vzit v uvahu, Ze Diractv impulz, presné vzato, vlastné ani neni funkci, kterd by
splnovala vSechny pozadavky, které na funkci obvykle klademe (nevyhovuje napft.
Lebesguové teorii integrovani).

Pro dalsi avahy je uziteéné nejprve zavést funkci rect(x,y), kterd je definovana

predpisem
S (el =3)n (vl =3)
rect(z,y) = { 0 finak . (1.40)
Déle zavedme funkci
6n(7,y) = n’rect(nx,ny), n=1,2,3,... (1.41)

tj.
n? (Jz] £ %) n(lyl £ 5)
— ’ = 2n = 2n
On(2, ) { 0, jinak
S ohledem na to, jak byla funkce zavedena, je zifejmé, ze plati

“+o00 400

//5n(x,y)dxdy:1. (1.42)

—00 —00

Predstavme si nyni piipad, kdy n — oco. Funkce d (2, y) se nazyva Diractv impulz.
Pro Diractiv impulz budeme v dalsim textu pouzivat jednodussiho zapisu §(z,y). Je
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ziejmé, ze pro vSechna (z,y) # (0,0) je funkéni hodnota Diracova impulzu §(z,y) =
=0, v bodé (0,0) je hodnota nekonecno. Déle je zfejmé, ze plati

6(—z,—y) =d(z,y), (1.43)
“+00 400
/ /5(m,y)dxdy: 1. (1.44)

Vv

f(z,y) a uvazujme integral (vyraz na pravé strané nasledujici rovnice snadno obdr-
zime s vyuzitim diive uvedené definice funkce d,,)

/ /f(:v,y)én(ac,y)dacdy:n2 / /f(x,y)dxdy. (1.45)
—00 —00 —1/2n1/2n

Z vyrazu na pravé strané rovnice (1.45) vidime, Ze integral na levé strané rovnice
vyjadruje stfedni hodnotu funkce f(x,y) v oblasti nad ¢tvercem o strandch 1/n se
sttedem v pocatku souradné soustavy. Pro n — oo pak proto obdrzime stfedni hod-
notu nad nekonecné malym ¢tvercem se stiredem v pocatku, coz je funkéni hodnota

£(0,0). Je tedy
+00 +00

//f(x,y)é(x,y)dxdy:f(0,0). (1.46)

Posuneme-li impulz do bodu (a,b), pak analogicky mame

—+00 400

| [ tewse - ay-vdedy = flab). (1.47)

Poznamenejme, ze vlastnost popsana vztahem (1.47) mé zasadni vyznam a Casto se
ji pouziva.

Konecné na zavér tohoto odstavce uvedeme jesté jednu vlastnost, kterou pozdéji

upotrebime. Vlastnost je vyjadrena vztahy

“+o00 400

/ / exp [—j27 (ux +vy)] dudv = 6(x,y),
oo too
/ / exp [—j27 (ux +vy)| dedy = 6(u,v), (1.48)

kde j je komplexni jednotka. Doporucujeme ctenari, aby se alespon neformalné po-
kusil uvedenou vlastnost zdtvodnit. Navod: Uvazte, ze pro x = y = 0 se v prvnim
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pripadé jedna o integraci funkce nabyvajici hodnoty 1 nad nekonec¢nou oblasti. Pro
x # 0, y # 0 se podle Eulerova vztahu /¥ = cos ¢ + jsin ¢ jednd o integraci funkeci
typu cos ¢ cos 1, cos@siny, sin g cos i, sinpsiny (p = 2rux, 1 = 27vy) nad ne-
konecnou oblasti. Obdobné lze postupovat i v pripadé druhého vztahu.

Priklad 1.4. Uvazujte Gaussovu funkci #ﬁexp(—%), kterou asi dobre znate
z kurzi o pravdépodobnosti, kde popisuje tzv. norméalni rozlozeni hustoty pravdé-
podobnosti. Asi také vite, jaky vyznam méa parametr o a jak ovliviiuje tvar funkce.

Pokuste se predstavit si limitni piipad, kdy ¢ — 0. Jakou funkci obdrzite?

Reseni. Odbrzite Diractv impulz §(z). A

1.2.4 Linearni sumace bodovych zdroji, konvoluce

Jiz diive jsme poznamenali, Ze na vétsinu tprav obrazu lze pohlizet jako na operator.
Zasadni otazkou zustava, jak ucinek operatoru vypocitat a jak operator néjakym
univerzalnim a praktickym zptsobem popsat. V této podkapitole ukdzeme TeSeni
obou problémi. Zavedeme k tomu pojem konvoluce, coz je operace, kterd se ve
zpravovani obrazu pouziva mimoradné casto. Jak se v pribéhu vykladu ukaze, nelze
konvoluce vyuzit k vypocétu acinku zcela obecnych operatort, ale jen téch, které jsou
linearni a invariantni vicéi posunu. To vsak konvoluci na vyznamu neubira.

Uvazujme funkci f(z,y). Podle vztahu (1.47) miuzeme f(z,y) s vyuzitim Dira-
cova impulzu zapsat ve tvaru

+00 +00

f(x,y)://f(a,b)é(a—x,b—y)dadb. (1.49)

—00 —00

Protoze se pro Diractv impulz pouziva také nazev bodovy zdroj , fikame, Ze jsme
funkei f(x,y) zapsali ve formé linedrni sumace bodovych zdroju. Aby 1épe vynikly
vlastnosti uvedeného zépisu, zapiSeme integral ze vztahu (1.49) na okamzik ve tvaru
sumace. Dostaneme vztah

flz,y) = Z Zf(% bj)o(a; — x,b; — y) Aa; Ab; . (1.50)

Je uzitetné poznamenat, ze hodnota f(a;,b;) ve vztahu (1.50) je na kazdém jednom
intervalu konstantni, coz pozdéji umozni vyhodné vyuzit predpokladané linearity
operatoru.

Predpokladejme nyni, Ze na funkeci f(z,y) chceme aplikovat operator &'. Budeme
predpokladat, ze operator & je linearni a invariantni vici posuvu. Aplikaci operdtoru
ziskdme vysledek g(z,y). Mdme

9(z,y) = O{f(x,y)} . (1.51)
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Zapiseme-li funkci f(z,y) podle vztahu (1.49) jako linedrni sumu bodovych zdroj,
dostaneme

o) = O {fla.y)} = 0 //f(a,b)é(a—x,b—y)dadb L (152

Protoze je podle predpokladu operdtor & linearni, dostavame déle (viz téz vztah
(1.50))

+o00 400

g(z,y) = / / fla,0)0{6(a — x,b —y) dadb} (1.53)
a podle vztahu (1.43) také o
+00 400
g(z,y) = / / fla,0)0{6(x —a,y — b)dadb} . (1.54)

Predpoklddejme déle, ze podrobime-li Diractv impulz 6(x,y) operaci &, ziskdme
funkci h(z,y) = O0{d(x,y)}. Funkce h se nazyva impulzova charakteristika operatoru
O (kazdy operdtor invariantni vii¢i posuvu je touto charakteristikou zcela popséan).
Protoze je podle predpokladu operator & invariantni vici posuvu, je 0{é(x —a,y —
—b)} = h(z —a,y —b). S uvazenim této skutecnosti je tedy

“+00 400

g(x,y)://f(a,b)h(x—a,y—b)dadb. (1.55)

—00 —O0

Poznamenejme, ze tpravou vztahu (1.53) na vztah (1.54) jsme pfevedli tlohu do
tvaru, v némz je mozné vyuzit dusledku invariance operatoru ¢ vuci posuvu (pred-
poklad invariance totiz zajistuje platnost vztahu O{f(x —a,y—0)} = g(x —a,y—0b),
obecné nikoli platnost vztahu O{f(a —z),b—vy)} = g(a —x,b—y)). Rovnice (1.55)
mé zésadni vyznam. Rik4 toto: Mame-li linedrni operator ¢ invariantni vici posuvu,
pak odezvu O{f(x,y)} na funkci f(z,y) lze spocitat integraci na zdkladé znalosti
odezvy h(z,y) = 0{d(x,y)} operatoru na Diraciv impulz (tedy na zékladé jeho
impulzové charakteristiky). Vyraz na pravé strané rovnice (1.55) se nazyva konvo-
luci funkei f a h. Operace konvoluce se oznacuje *. Zejména matematici radi vidi,
kdyz je vyslednd funkce vznikld konvoluci zapséna ve tvaru (f xh)(x,y). Lze ziejmé
psat (f = h)(z,y) = f(z,y) * h(z,y). Zatimco vyraz na pravé strané vyrazu rika,
7ze mame dveé funkce, s nimiz teprve hodlame provést operaci konvoluce, vyraz na
strané levé odkazuje na jiz hotovy vysledek. Z tohoto pohledu nepovazujeme rozdil
za prilis podstatny. Obé varianty vSak budeme, podle okolnosti, pouzivat. Je tedy

+00 400

g(z,y) = / / fla,b)h(x —a,y —b)dadb = (f *h)(z,y). (1.56)

—00 —00
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Po zdméné proménnych '’ = z — a, b’ = y — b a jejich opétovném prejmenovani
a — a, b — b mame také
“+00 +00
say) = [ [ Mabse-ay-vdads= @t pay). (150

Je tedy zrejmé, ze plati
(f*h)(@,y) = (h= f)(z,y) = f(z,y) * h(z,y) = h(z,y) = f(z,y). (1.58)

Ze vztahu (1.56) vidime, ze konvoluce pocita vyslednou hodnotu v bodé (z,y) jako
wvazeny prumér® funkce f s vahovou funkei h, kterd se casto nazyva konvoluéni
maska nebo filtr (pfesnéji feceno se jednd o impulzovou charakteristiku filtru; filtr
je operatorem). Vypocet pii tom probihd tak, ze se funkce h v roviné x, y otod¢i
o 180° (dusledek clent se zapornymi znaménky v (1.56)) a pak se posune o vektor
(x,y). Prubéh vypoctu je ilustrovan na obr. 1.1.

fla,b) h(a,b)
&m)

Q- /S

h(—a, =b) h(x—a

.y —b)
y.
7 ~/
/
/ (X—E_,,y _n)

fa,b) h(x—a,y —b)

i

(_g»_n)

/

Obr. 1.1: K postupu vypoctu konvoluce

Pro tplnost poznamenejme, ze vztahy pro jednorozmérnou konvoluci 1ze ziskat ze
vztaht (1.56), (1.57) tak, ze ¢leny odpovidajici jedné z dimenzi jednoduse vypustime.
Mame tedy

(fxh)(z)=(h*f)x)= / fla)h(x —a)da = / f(z —a)h(a)da. (1.59)
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1.2.5 Diskrétni konvoluce

Uvazujme nyni prostor diskrétnich obrazovych signdli. Necht je Q = {(m,n)|m =
=0,1,....M—-1;n =0,1,...,N — 1} a f(m,n) a h(m,n) necht jsou signaly
z uvazovaného prostoru. Diskrétni konvoluci lze pak zapsat pomoci vztaht

(f*h)(m,n) = i Zf(r,s)h(m—r,n—s), (1.60)
(hx f) : h(r,s)f(m —r,n—s). (1.61)

Povsimnéme si, ze pri vypoctu konvoluce budou pro funkce h popt. f ve vztazich
(1.60), (1.61) vyzadovany také hodnoty vné rozsahu 0,1,..., M —1; 0,1,..., N —
— 1. Tento problém lze vyteSit dvéma zplsoby. V obou doplnime definici funkci
f, h i mimo oblast Q. Pti tzv. linedrni konvoluci predpokladdme, ze funkce f, h
mimo oblast €2 nabyvaji hodnoty 0. Pri tzv. cyklické konvoluci funkce f, h naopak
povazujeme za periodické s periodou M, N. Vypocet cyklické konvoluce lze pak
provést na zakladé vztahu

(f = h)(m f m—=r1)y,(n—s)y) (1.62)
nebo [
(o f)(mon) =) h(r,s)f((m—1)y . (n—s)y), (1.63)

kde zapis (p), znamena p modulo ¢. V praxi jsou uziviny oba zptsoby vypoctu (kon-
voluce linedrni i cyklickd). Volba zavisi na tom, zda v daném okamziku vice vyhovuje
predstava, ze signal nabyva mimo oblast {2 nulovych hodnot nebo predstava, ze je sig-
nal periodicky. V kapitole 2 ukdzeme, ze predstava periodického signalu je uziteéna
zejména v souvisloti s Fourierovou transformaci. Poznamenejme jesté, ze kdyby bylo
m,n = —o0,...,00, pak by prinejmensim teoreticky k zadnému problému nedoslo.
To muze ilustrovat nase tvrzeni z podkapitoly 1.1, ze prace s nekonecné velkymi
obrazy miize byt nékdy jednodussi nez prace s obrazy konecné velikosti. Néco jiného
je pak ale prakticka implementace na pocitaci.

Predpokladejme, ze je funkce h reprezentovana matici. Pii praktickych vypoctech
¢asto byva funkce h nenulovd pouze v relativné malém poctu bodu (je-li to mozné,
pak takto funkci h casto zamérné volime ¢i zjednodusujeme, aby c¢asova slozitost vy-
poctu konvoluce byla pfijatelnd). Pti pouziti dosud uvedenych vztahi jsou nenulové
hodnoty vétsinou bohuzel soustredény do rohtt matice, coz komplikuje algoritmizaci
a snizuje efektivnost vypoctu. (To je proto, ze h(z,y) ma byt impulzovou charak-
teristikou operatoru, a tedy odezvou na 6(0,0). Je-li bod (0,0) rohem obrazu, pak
nezbyva nez predpoklddat periodicitu; h(z,y) pak nejspis bude nenulové nejméné
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v dalsich trech exemplarich obrazu vyniklych periodicitou, a tedy i ve zbyvajicich
tfech rozich obrazu puvodniho.) Z uvedenych duvodu je proto uziteéné ¢leny v ma-
tici reprezentujici funkci h preskladat a odpovidajicim zplisobem také modifikovat
vztahy pro vypocet konvoluce. Predpokladejme pro jednoduchost, ze hodnoty M,
N jsou liché a polozme P = (M —1)/2, Q@ = (N — 1)/2. Zavedme funkci h, kterd je
definovdna nad oblasti {(m,n)|m =—P,...,P; n=—@Q,...,Q}, pomoci vztahu

h(—m,—n), m<0,n<0
h(M —m,—n), m>0,n=<0
h(=m,N —n), m=0,n>0

h(M —m,N —n), m>0,n>0

h(m,n) = (1.64)

Funkce podle uvedeného predpisu jednoduse pouze ziskd uzitecné hodnoty z rohu
obrazu a dale provede stredové prevraceni tabulky ziskanych hodnot podle pocatku
(viz téz obr. 1.1); ve vztahu pro konvoluci jiz proto pozdéji nebude zapotiebi znamé-
nek minus. S vyuzitim funkce h 1ze pak pro vypocet konvoluce pouzit modifikovaného
vztahu

P Q
(fxh)(m,n) =D Y h(r,s)f(m+rn+s). (1.65)

r=—P s=—Q

Predpoklddejme, Ze funkéni hodnoty (m, n) jsou nenulové pouze nad oblasti {(m, n)
lm=—-R,...,Ryn=-S,...,5}, kde R < P, S < Q. Ve vztahu (1.65) tak proto
sta¢i s¢itat v mezich —R < r £ R, —S < s £ S a k praktické reprezentaci funkce
h na poéitadi stadi matice rozméru (2R + 1) x (25 + 1) (pro tuto matici se ¢asto
pouziva terminu konvoluéni maska).

Déle je zajimavé si povsimnout, ze predpisem pro cyklickou konvoluci 1ze vypo-
¢itat téz konvoluci linearni. Protoze tato moznost méa prakticky vyznam, rozeberme
ji podrobnéji. Vyjdéme ze vztahu (1.65), jimz se v praxi linearni konvoluce nejcastéji
podita. Uvazujme oblast = {(m,n)|m=0,1,.... M+ R—-1;n=0,1,...,N +
+ S — 1} a rozsifme definici funkce f na celou oblast Q tak, ze funkei f polozime
nad oblasti Q\Q rovnu nule. Nyni by jiz pro ¢tenare mélo byt snadnym cvicenim,
aby ukazal, Ze linearni a cyklickd konvoluce daji v tomto pripadé shodny vysledek.
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Kapitola 2

Transformace obrazovych signalu

Pti zpracovani signalti, a to vcéetné signalii obrazovych, se ¢asto uplatnuji tech-
niky opirajici se o transformace signalu. V této kapitole se budeme problematice
transformaci signalu vénovat podrobnéji. Nejprve se zaméfime na obecny pohled
na transformace. Déle se pak budeme vénovat transformaci Fourierové, ktera mezi
transformacemi zaujiméa vyznamné postaveni a v praxi se casto uplatnuje. Konecné
uvedeme i nékteré dalsi transformace.

Transformaci obecné rozumime ziskani popisu signalu jako linedarni kombinace
funkci jisté zvolené baze. Velmi casto je vstupem transformace signal popsany obra-
zovou funkei primo udavajici intenzitu jasu v jednotlivych bodech obrazu. Nejprve
ukazeme, ze i tento nejbéznéjsi zptisob reprezentace obrazu lze interpretovat jako
linearni kombinaci jistych bazovych funkei. Na transformaci 1ze pak tedy vzdy po-
hlizet jako na proces, v némz jsme se z néjakych divodi rozhodli zménit bazové
funkce.

2.1 Baze

Uvazujme nejprve prostor . diskrétnich signali, kde definicnim oborem signéla je
mnozina @ = {0,1,..., M — 1}. V tomto prostoru uvazujme bézi

{op(m) =5k —m)|k,m=0,1,...,.M —1}. (2.1)

Je ziejmé, ze tato baze je ortonormélni. V prostoru . dale uvazujme signal popsany

funkei f(m) udavajici intenzitu signalu v jednotlivych bodech. Ze vztahu (1.2) vime,

ze kazdy signal je mozné vyjadrit jako linedrni kombinaci bazovych funkci. Je tedy
M-1

f(m) = F(k)o(k—m). (2.2)

=0

x>

Hledejme nyni funkci F'(k). S vyuzitim vztahu (1.30) méame

F(k) = M_1F<m)5<k —m)=f(k), k=01,... . M—1. (2.3)
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Na zakladé vztahu (2.3) zjistujeme, ze pro béazi dle (2.1) plati F(k) = f(k). Tento
zaver neni prekvapivy (je spise trividlni). Chtéli jsme zde pouze ukézat, ze i bézny
zpusob praktické reprezentace diskrétniho signalu pomoci M-tice (fo, f1, ..., far—1)
intenzit lze interpretovat z pohledu pouziti bazovych funkei.

Analogicky muzeme postupovat také v prostoru spojitych signala. Zvolme bazi
ve tvaru

o(u,r) =6(u—x). (2.4)

Opét je ztejmé, ze takto zvolena baze je ortonormalni. Uvazujme nyni v prostoru .
spojity signal f(z) definovany nad oblasti €. Ze vztahu (1.3) vime, Ze tento signél
je mozné zapsat ve tvaru linearni kombinace

f(z) = /F(u)é(u —x)du. (2.5)
Na zakladé vztahu (1.33) pak mame

F(u) = /f(m)é(u —x)dz = f(u). (2.6)

Vztah (2.6) ukazuje, ze pri volbé baze dle (2.4) je hledand funkce F' rovna piimo
funkci f. I zde jsme chtéli pouze ukazat, Ze i reprezentace signalu funkci f méa
interpretaci z pohledu bazovych funkci. Pro bézi dle vztahu (2.1), (2.4) budeme
v dal$im textu pouzivat nazvu baze 0.

2.2 Transformace signalu

Méjme unitarni prostor signali. V tomto prostoru zvolme bazi. Transformaci rozu-
mime pochod, kdy pro signal popsany pomoci obrazové funkce (tedy jako linedrni
kombinace funkei baze 4, jak jsme ukézali v pfedchozim odstavci) uréujeme jeho po-
pis pomoci zvolené baze (urcujeme tedy koeficienty do linedrni kombinace zvolenych
bazovych funkei). Zpétnou (inverzni) transformaci pak nazyvame pochod opacny,
kdy pro signal popsany pomoci zvolené baze urcujeme obrazovou funkci.

Uvazujme nejprve diskrétni jednorozmérné signaly. Transformaci signalu f(m)
rozumime nalezeni funkce F'(k) ze vztahu (1.2), kterd signal reprezentuje s ohle-
dem na zvolenou bazi {¢y}. Je-li baze {py} ortonormalni (coz je vyhodné a ¢asté),
pak lze pro vypocet koeficienti pouzit vztahu (1.30). Zndme-li naopak funkei F'(k),
pak lze obrazovou funkci f(m) urcit jako linedrni kombinaci (1.2). Pro diskrétni
dvojrozmérné signaly je odpovidajici zobecnéni popséno vztahy (1.34), (1.4).

Transformaci diskrétniho dvojrozmérného signalu nazveme separabilni, jestlize
pro bazové funkce plati

ri(m,n) = er(m)eu(n) . (2.7)
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Je-li transformace separabilni , pak ze vztahu (1.34) a (2.7) plyne

Pk =Y [ - f(mm)so?(n)] oi(m). (2.8)

m=0 [ n=0

Vztah (2.8) ukazuje, Ze jestlize je transformace separabilni, pak ji lze provadét od-
délené po tadcich a po sloupcich bodt oblasti €2, nad niz je signal definovan. To je
prakticky vyznamné, protoze lze takto, podle okolnosti, zkratit ¢as vypoctu.

Predpokladejme nyni, ze diskrétni dvojrozmérny signal je reprezentovan jedno-
rozmérnym vektorem f (staci zvolit pravidlo, podle kterého hodnoty f(m,n) umistu-
jeme do jednorozmeérného vektoru; obraz lze napf. prochézet po fadcich) a podobné
predpokladejme, ze i vysledek transformace je reprezentovan jednorozmérnym vek-
torem F. Kazdy z téchto vektori ma M N prvku. Ze vztahu (1.34) vidime, ze kazdy
prvek vektoru F je linedrni kombinaci prvku z f. Lze tedy transformaci (1.34) vyja-
drit téz maticovym zapisem

F = &f (2.9)
f=&'F, (2.10)

kde matice ® je rozméru M N x M N. Poznamenejme, ze je-li baze ¢y (m,n) orto-

normalni, pak plati
o=, (2.11)

Jestlize je transformace separabilni (vztah (2.7)), pak lze nalézt maticovy zapis,
ktery je co do rozméru matic ponékud uspornéjsi. Necht je tentokrat signal pred
a po transformaci reprezentovan maticemi f a F, které jsou rozméru M x N. Sepa-
rabilni transformaci lze pak vyjadrit ve tvaru (prakticky priklad uvedeme pozdéji
v souvislosti s vypoc¢tem Fourierovy transformace)

F = &.fP, (2.12)
f=o ' Fd, . (2.13)

Podle ocekavani lze analogicky postupovat také v prostoru spojitych signali.
Necht . je takovy prostor. V . zvolme bazi ¢(u,x). Déle v . uvazujme signal
f(z). Transformaci signdlu rozumime stanoveni funkce F'(u), kterd uvazovany signal
reprezentuje s ohledem na zvolenou béazi. Spliuje-li baze podminku ortonormality
(1.19), pak lze pro vypocet této funkce pouzit vztahu (1.33). Zname-li naopak funkci
F(u), 1ze podle vztahu (1.3) zapsat funkci f(z) jako linedrni kombinaci. Pro spojité
dvojrozmérné signaly 1ze obdobné uplatnit vztahy (1.35), (1.5).

2.3 Fourierova transformace

Ustfedni misto mezi transformacemi signalu zaujimé transformace Fourierova . V této
podkapitole se zamérime nejprve na Fourierovu transformaci spojitou, pak na trans-
formaci diskrétni.
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2.3.1 Spojita Fourierova transformace

Uvazujme prostor signalii, kde oblast €2 definice signalu je dvojrozmérny euklidovsky
prostor E2. Fourierovu transformaci obdrzime, jestlize bazi volime ve tvaru

(0,2, y) = exp |27 (uz + vy)] (2.14)
Ponechavame na ¢tenafi, aby si sdm ovéril, Zze uvedend baze je ortonormdlni - tj., ze
ve shodé se vztahem (1.25) plati

—+o00 +o0
/ / exp [j2m (urx + v1y)] exp [—j27 (ugx + voy)]| dz dy = §(ug — ug, v1 — v9).

—00 —0O0

(2.15)
(Névod: Pouzijte vlastnost (1.48) Diracova impulzu.) Na zékladé diive odvozeného
vztahu (1.35), (1.5) mizeme tedy pro spojitou Fourierovu transformaci dvojrozmér-
nych signala psat
+00 +o0

F(u,v) = //f(a:,y)exp[—jQw(ux—l—vy)] dx dy (2.16)

—00 —O0

+00 +o0
= / / f(z,y) [cos 2m(ux + vy) — jsin 27 (ux + vy)] de dy.

—00 —0O0

—+00 +00

flz,y) = //F(u,v)exp[ij(ux+vy)] dzdy (2.17)

—00 —00

+00 +00
= / / F(u,v) [cos 2m(ux 4+ vy) + jsin 2w (ux + vy)] dedy.

—00 —00

Ze vztahu (2.16) vyplyvé, Ze obecné je F'(u,v) komplexni funkce. Rozepsdnim na
readlnou a imaginarni slozku mame

F(u,v) = R(u,v) + jl(u,v). (2.18)

Pro amplitudu |F(u,v)| a fazovy posuv ®(u,v) pak plati

|F(u,v)] = R2(u,v) + I*(u,v),
®(u,v) = arctan <];((Z”1;))) : (2.19)

Hodnota |F'(u, v)| vyjadiuje, jak je frekvence u, v obsazena v puvodni funkei f(z,y).
Funkce |F(u,v)|* se nazyva energetické spektrum signdlu  f(x,y). Vztahy (2.16),
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(2.17) provadi zobrazeni komplexniho signédlového prostoru na sebe a jsou tedy ope-
ratorem nad timto prostorem. Rikéme, Ze funkce F(u,v) je Fourierovou transformaci
funkce f(z,y) a funkce f(x,y) je zpétnou (inverzni) Fourierovou transformaci funkce
F(u,v). Tyto skutecnosti stru¢né zapisujeme takto

F(u,v) = Z{f(z,y)}, flz,y)=F {F(u,v)}. (2.20)

Poznamenejme jesté, Ze pii zpracovani obrazového signdlu f(x,y) chdpeme frekvenci
jako ,frekvenci délkovou®, tj. kolik period se vejde na jednotku délky obrazu.

Je dale zajimavé poukézat na souvislost Fourierovy transformace s Fourierovymi
fadami, které jsou dobfe znamé ze zékladniho kurzu matematiky. Necht f(x,y)
je periodicka funkce s periodou [, ve sméru osy x a periodou [, ve sméru osy y.
Fourierovou fadou funkce f(z,y) pak nazyvame trigonometrickou radu

flwy) = i i Con XD [+j27r (”;—er%)] (2.21)

M=—00 N=—00 y

= Z Z Conn {cosQw(?—l—%)+jsin27r(ﬂlm+%>],

m=—00 n=—00 Y Y

kde
lo)2 1,/2
1
Conm = / / flx,y)exp |—j27 me + "INV de dy . (2.22)
L1, L,
/21,2

K prechodu od Fourierovy fady k Fourierové transformaci staci obecnou (a tedy ne-
periodickou) funkci povazovat za specialni pripad funkce periodické, kdy je perioda
nekoneéné dlouha, a dale vyjit z predpisu (2.21) pro Fourierovu fadu. Uvazujme
periodickou funkei f(x,y) s periodami l,, [,. Jestlize se periody l,, [, prodluzuji,
pak se podle vztahu (2.21) jednotlivé slozky spektra navzajem priblizuji, az je nako-
nec pri nekonecné dlouhych periodach vzdalenost mezi sousednimi slozkami spektra
nekonecné mala. Diskrétni spektrum se tak zménilo ve spektrum spojité.

Pro ilustraci spojité Fourierovy transformace uvedeme nékolik prikladi, jejichz
vysledki pozdéji pouzijeme.

Piiklad 2.1. Najdeme Fourierovu fadu pro funkei f(z,y), kterd je tvorena nekonec-
nym polem Diracovych impulzii, které se opakuji ve vzdalenostech A,, A,. (Vysledek
feseni tohoto prikladu budeme pozdéji potiebovat v kapitole o vzorkovéni.)

Reseni. Funkce, kterou mame transformovat, ma tvar

o0 o

flz,y) = Z Z M — kAL y—1A,).

k=—o00l=—0c0
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Obr. 2.1 Pole Diracovych impulzt

Funkce je vyobrazena na obr. 2.1. Podle vztahu (2.22) méme

Ag/2 Ay/2
1 . mr  ny
—Ay/2—Ay)2
B 1
N AgA ’

Vztah pro c,,, jsme obdrzeli s uvazenim skutecnosti, zZe integrujeme po délce jedné
periody; v nasem piipadé tedy od —A,/2 do +A,/2 a od —A,/2 do +A,/2, kde
d(x — kA,,y — lA,) nabyva nenulové hodnoty pouze pro k = [ = 0. Déle jsme
vyuzili vlastnosti (1.46) Diracova impulzu. Pro hledanou fadu pak podle vztahu
(2.21) vychéazi

f(m’y):Aaley Z Z exp [j27r (z—z—kz—i)]

m=—00 N=—00

Priklad 2.2. Nalezneme Fourierovu transformaci funkce 6,,(z,y), kterou jsme zavedli
v podkapitole 1.2.3. Vysledek teseni prikladu je pro zpracovani signalu vyznamny
a mnohokrat jej pozdéji vyuzijeme.
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Reseni. Na zakladé predpisu (2.16) postupné dostavame

F(u,v) = //5n(x,y)exp[—j27r(ux+vy)] dz dy

N szn 1/2n
= n? / / exp [—j27 (ux + vy)| dzdy
—1/2n —1/2n
1/2n 1/2n
= |n / exp [—j2ruzx] dz | |n / exp [—j2mvy] dy
~1/2n —1/2n

S vyuzitim Eulerova vztahu e¥ = cos ¢ + jsin ¢ a po integraci (oba integrély v hra-
natych zavorkach maji stejny tvar) pak vyjde

Flu,v) = n? sin(:z/n) sin(;r;)/n) ‘

Zavedeme dale funkci (obr. 2.2)

sinc(u, v) = sinc(u)sinc(v) = sin(mu) sin(7v) |
U T

Pak vychazi

n) _ gine (3, 3) . (2.23)

n n

sin (™) sin(

Pluy0) = F {6, )} = Sin) S0

n n

Obr. 2.2 Funkce sinc(z)

Konstatujeme, ze obdélnikovy impulz d,(z,y) ma nekoneéné spojité realné frek-
venéni spektrum. Amplituta slozek spektra je vyjadiena funkei sinc(u/n,v/n). Pro-
toze se s funkci sinc budeme setkavat velmi casto, uvadime na obr. 2.2 graf funkce
sinc(x). A

Priklad 2.3. Nalezneme Fourierovu transformaci Diracova impulzu §(z, y).
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Reseni. Vyuzijeme vysledku z piedchoztho piikladu, kde polozime n — co. Mame
proto

F{é(z,y)} = hm [smc <E E)] =1.

nn

Frekvenc¢ni spektrum Diracova impulzu §(z,y) je opét spojité redlné a nekonecné.
Amplituda vsech slozek spektra je konstantni a je rovna 1. A

Priklad 2.4. Nalezneme Fourierovu transformaci funkce f(z,y), kterd je tvorena
nekonecnym polem Diracovych impulzii opakujicich se ve vzdéalenostech A, A,.

Reseni. Funkci lze zapsat ve tvaru

y) = Z Z 0z — kA, y—1A,).

k=—00 k=—00

Uvedena funkce je vyobrazena na obr. 2.1. V prikladé 2.1 jsme pro tuto funkci jiz
nasli Fourierovu fadu (funkce je periodickd). Abychom obdrzeli ,,pékny“ vysledek,
provedeme nyni misto Fourierovy transformace puvodni funkce transformaci jejtho
Fourierova rozvoje, ktery jsme obdrzeli v prikladu 2.1. Z ptikladu 2.1 mame

o) = 55 3 Zexp{m(_m_fj)].

m=—00 N=—00

Dosazenim uvedeného vztahu do pfedpisu (2.16) mame

’LL?)

A A >3 ew {J% (— - A—m exp [—j2r(uz + vy)] da dy.

m=—00 N=—00
—00 —00

Po zaméné potradi integrovani a sumace a po upraveé dostaneme

F(u,v) = AA Z Z //exp{ JQW[(u—A—)x+<v—A—)y]}dxdy.

m=—0o0 N=—0o0
—00 —00

S uvazenim vlastnosti (1.48) Diracova impuzu pak kone¢né obdrzime vztah

sw X X(sen)

m=—0o0 N=—00

F(u,v) =

Vidime, ze Fourierovym obrazem nekonec¢ného pole Diracovych impulzi vzdalenych
vzajemné o A,, A, je opét nekonecné pole Diracovych impulzi, kde jsou impulzy
vzajemneé vzdaleny o 1/A,, 1/A,,. A

Priklad 2.5. Ukazte, ze Fourierovou transformaci funkce cos(2max) je funkece [0(u—
—a)+o(u+a)l/2.
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Resend. Ptiklad je zajimavy, protoze ilustruje, co Fourierova transformace pocita.
Promyslete nejprve, jaky vysledek byste na zakladé toho, co o Fourierové transfor-
maci vite, intuitivné ocekavali. Provedeni prikladu pak ponechavame c¢tenari jako
cvideni. Névod: Pouzijte vztahu cosp = (el + e7%)/2 a ddle pouzijte vlastnosti
(1.48) Diracova impulzu. Z piikladu vidime, Ze spektrum funkce cos(2rax) obsahuje
pouze slozky u = a, u = —a. To je soucasné vysledek, ktery jste predem pravdépo-
dobné ocekavali. A

2.3.2 Vlastnosti spojité Fourierovy transformace

V tomto odstavci uvedeme nékolik vlastnosti Fourierovy transformace, které se ve
zpracovani obrazu casto uplatnuji. Protoze diitkazy uvedenych vlastnosti jsou vesmeés
jednoduché, ponechdvame je ¢tenari jako cviceni (zpravidla vsak uvddime strucny
navod, jak pri dukazu postupovat). Ve shodé s diive pouzivanym znacenim je i zde
F(u,v) = F{f(z,y)} Fourieruv obraz funkce f(z,y), G(u,v) = F{g(z,y)} Fourie-
ruv obraz funkce g(z,y); a, b jsou ¢isla. Obecné mohou byt funkce f(z,y), g(x,y)
i ¢isla a, b komplexni.

a) Linearita: Fourierova transformace je linearni, protoze plati

Flaf(z,y) +bg(z,y)} = aF{f(z,y)} +bF{g(z,y)}
= aF(u,v) + bG(u,v). (2.24)

K dukazu této vlastnosti pouzijte predpis (2.16) pro Fourierovu transformaci. Déle
jiz vlastnost piimo vyplyva z vlastnosti integrovani.

b) Meéritko: Necht «, B jsou redlnd ¢isla. Pak plati

F{f(ax,By)} = Flu/a,v/B)/|ap]. (2.25)

K dtkazu této vlastnosti vyjdéte z predpisu pro Fourierovu transformaci a zavedte
transformaci proménnych =’ = ax, y' = By.

¢) Posuv:
F{f(x — 20,y — Yo)} = F(u,v) exp [—j27 (uz, + vy,)] - (2.26)

K dtkazu této vlastnosti vyjdéte z predpisu pro Fourierovu transformaci a zavedte
transformaci proménnych 2’ = = — x,, ¥ = y — y,. Podobnou vlastnost lze nalézt
také ve frekvencni doméné. M4 tvar

FHEF (u— o, v —vo) } = f(,y) exp [2m (uor + voy)] - (2.27)

Vlastnost (2.27) byva nazyvana modulaci. Ponechdvame na ¢tenari, aby promyslel
opravnénost tohoto nazvu.
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d) Reflexe: Plati nasledujici vztahy

ﬁ{f(_may)}:F(_uvv)v f/\{f(l’, _y)}:F(u’ —U),

F{f(—z,—y)} = F(—u,—v) (2.28)
a také

F{f*(—x,—y)} = F*(u,v), (2.29)
kde * oznacuje komplexné sdruzenou veli¢inu. K dikazu vlastnosti (2.28) opét po-
staci substituce 2’ = —z, ¢y’ = —y. K dikazu vlastnosti (2.29) pouzijte predpisu

(2.16) pro F(u,v), provedte komplexni sdruzeni a vysledek dale upravte.

e) Konvolucni teorém:
ﬂ{f(xa y) * g(m,y)} = F(u,v)G(u,v), (2.30)
F{f (@, y)g(x, )} = F(u,v) * G(u,v). (2.31)

Fourierovym obrazem konvoluce funkci f, g je soucin jejich Fourierovych obrazu F,
GG. Podobné je Fourierovym obrazem soucinu funkci f, g konvoluce Fourierovych
obrazi F', G obou funkci. S ohledem na mimorddny vyznam uvedenych tvrzeni
provedeme tentokrat i dikaz.

Dikaz. Dokazeme vlastnost (2.30). Dikaz druhé vlastnosti lze provést obdobné.
Vime, ze konvoluce funkei je definovana predpisem

F(a,) * gla,y) = / / F(ab)g(x — a,y — b)dadb,

—00 —00

Pro Fourierovu transformaci konvoluce pak podle predpisu (2.16) mame

F{f(x,y) xg(z,y)} =

77 77f(aab)g(x—a,y—b)dadb exp [—j2m (uz + vy)] dzdy.

—00 —00 —00 —0O0

Zaménou poradi integrace dostavame

F{f(x,y) xg(z,y)} =

77“‘“” 779@_@79_b)eXP[—jQW(Ux+vy)] drdy| dadb.

—00 —00 —00 —O0

Uplatnénim vlastnosti (2.26) ziskame

o0

F{f(z,y) *g(z,y)} = / / f(a,b)G(u,v) exp [—j27 (ua 4+ vb)] dadb.

—00 —00
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Tento vztah 1ze pak jiz konecné upravit na tvar

F{f(a,y) % g(z.y)} = G(u,v)//f(a,b)exp[—jQw(ua—i—vb)] da db

= F(u,v)G(u,v).

f) Parsevaliv teorém: Predpokladejme, ze obecné jsou funkce f(x,y), g(z,y) kom-
plexni a pouzijme symbolu * pro oznaceni funkce komplexné sdruzené. Parsevaltv
teorém tvrdi nasledujici

77f(957y)9*($7y)d1‘dy=77F(U,U)G*(u,v)dudv. (2.32)

—00 —00 —00 —00

Ve specialnim pripadé, kdy je f(x,y) = g(x,y), prechazi uvedeny vyraz na tvar

7 7|f(x,y)|2dxdy = 7 7 |F(u,v)* dudv. (2.33)

—00 —00 —00 —00

Vyraz na levé strané vztahu (2.33) mize byt interpretovan jako celkovy vykon signalu
f(x,y). V¥raz |F(u,v)|?> méa proto viznam vykonového spektra signalu f(z,y).

g) Korelacni teorém: Opét predpokladejme, Ze obecné jsou funkce f(z,v), g(z,y)
komplexni. Kfizova korelace Ry, a autokorelace Ry deterministickych funkei f(x,y)
a g(x,y) jsou definovany pomoci vztahi

Ryg(a,b) = / / [r(@—ay—0b)g(z,y)dzdy, (2.34)

—00 —00

Rys(a,b) = / / (@ —a,y— ) f(z,y) dr dy

- //f(x—i—a,y—i-b)f*(x,y)dxdy. (2.35)

Ne ndhodou uvedené vztahy pripominaji ¢tenari vztah pro konvoluci. Jediny rozdil
je skutecné ve znaménku ¢lenu (r — a,y — b). Také tvrzeni korela¢niho teorému
koresponduje s tvrzenim teorému konvolu¢niho. Korela¢ni teorém totiz tvrdi:

FA{Rysy} = F*(u,v)G(u,v), (2.36)
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F{Rss} = F*(u,v)F(u,v) = |F(u,v)]*. (2.37)

Diikaz vztahu (2.36) 1ze provést podobné jako u konvolu¢niho teorému. Vztah (2.37)
vyplyva ze vztahu (2.36).

h) Derivace: Pro Fourieruv obraz derivace funkce plati vztahy

F {W} = j2ruF(u,v), F {%Z’W} — j2ruF (u,v). (2.38)

K dtkazu této vlastnosti staci vyjit z definice Fourierovy transformace a pouzit
integrace per partes. Pfi tom predpokladame, ze plati f(—oo,y) = f(o0,y) = f(x, —
—00) = f(x,00) = 0. Analogicky lze také odvodit napf. vztah pro Fouriertv obraz
laplacianu funkce. Dostaneme

F {82f (.y) P <‘”’y)} = 4r2(u? + o) F(u,v). (2.39)

ox? 0y?

2.3.3 Diskrétni Fourierova transformace

Uvazujme prostor signali, kde je oblast €2, nad niz jsou signdly definovény, tvorena
mnozinou bodt, které indexujeme pomoci dvojice indexi m =0,1,...,. M — 1, n=
= 0,1,...,N — 1. Diskrétni Fourierovu transformaci v tomto prostoru obdrzime,
jestlize bazi volime ve tvaru

1 mk  nl
m,n) = exp |j2m + 2.40
putnn) = e e (57 + ) 240
ko= 0,1,...,M—1,
I = 0,1,.... N—1.

Opét ponechavame na c¢tenari, aby ovéril, ze takto zvolend baze je ortonormalni -

tj., ze plati
. mkl Tlll mkg nl2
exp |:J27T (_M + W)} exp [ j2m ( i + W)}

= 0kt — ko s — ). (2.41)

MZ

3
Il
o

Podle vztahu (1.34) pak pro diskrétni Fourierovu transformaci plati

FikD) \/%]:Z:_:J:;—:f(m,n)exp {—m <Tﬁ+%>}

ko= 0,1,....,M—1,
| = 0,1,....,.N—1
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V souladu se vztahem (1.4) pro zpétnou Fourierovu transformaci dostévame

N

Flm,n) = \/% A’g f Pk, 1) exp {m (mﬁk + ”Nlﬂ | (2.42)

=0

Predpokladejme nyni, Ze signél je reprezentovan matici f a jeho Fourieriv obraz
matici F. Obé matice maji rozmér M x N. Protoze Fourierova transformace je
separabilni, 1ze ji zapsat podle vztahu (2.12) ve tvaru

F = &-fPy . (2.43)
Zavedme oznaceni
—i9
WM:exp[ ]‘]\/T} : (2.44)
Pro matice ®r, ®¢ pak plati
Wy Wy Wy e WR ]
Whowh o mR o wy
Bp=—— | Wh WE W Y (2.45)
R — 77— y .
VN _
LW W R
W W W W
whoowloowh e w
Bo— —— | W WE W WY (2.46)
C:_ . .
VM
- 2(M—1 M—1)2
LWy Wit g

Zpétnou Fourierovu transformaci lze pak zapsat maticovym vztahem
f=®.FPr,, (2.47)

kde * znamena komplexné sdruzené matice.

2.3.4 Vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace

V tomto odstavci uvedeme nékolik vyznamnéjsich vlastnosti diskrétni Fourierovy
transformace. Jisté neprekvapi, ze vétsina z nich koresponduje s vlastnostmi Fourie-
rovy transformace spojité. Vlastnosti proto uvedeme pouze ve stru¢ném prehledu.
Predpokladejme, ze f(m,n), g(m,n) jsou diskrétni signaly; F'(k,1), G(k,) jsou Fou-
rierovy obrazy téchto signali; a, b jsou ¢isla (obecné komplexni). Vybrané vlastnosti
diskrétni Fourierovy transformace pak muzeme formulovat takto:
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a) Linearita:

F{af(m,n) +bg(m,n)} = aF{f(m,n)} + bF{g(m,n)}
— aF(k, 1)+ bG(k,1) . (2.48)

b) Periodicita: Ve vyrazu (2.42) pro Fourierovu transformaci jsme predpoklddali, ze
k je z rozsahu 0,1,2,...,M — 1 a |l z rozsahu 0,1,2,..., N — 1. Pokud bychom se
pokouseli vypocitat hodnoty Fourierova obrazu pro k, [ mimo uvedené meze, pak
analyzou vztahu (2.42) zjistime, ze plati

F(k,=l) = F(k,N = 1),
F(=k,1) = (M k1),
F(—k, —l) =F(M—Fk,N—1), (2.49)
F(aM +k,BN +1) = F(k,1), o,f=0,%1,42,... . (2.50)

Podobné také z predpisu (2.42) pro zpétnou transformaci vychazi

f(=m,n) = f(M —m,n),

f(mv—n) :f(m’N_n)7
f(=m,—n)=f(M —m,N —n), (2.51)

flaM +m, BN +n) = f(m,n), o, B=0+1,42 ... . (2.52)

Uvedené vlastnosti vyplyvaji z periodicity exponencidlniho ¢lenu ve vyrazech (2.42),
(2.42).

¢) Kruhovy posuv: Necht f(m,n) je periodickd funkce s periodou M, N. Pro Fou-
rierovu transformaci funkce f(m — mg,n — ng) plati

F{f(m —mo,n —no)} = F(k,1) exp [ jor (”}&k + ”Wolﬂ . (2.53)

Podobnou vlastnost 1ze nalézt také ve frekvenéni doméné. Je vyjadiena vztahem

FYF(k — ko, 1 — lo)} = f(m,n) exp {sz (”j’\jo + ”Wlo)} . (2.54)

Poznamenejme, 7ze z predpokladu periodicity funkce f(m,n) plyne, Ze hodnota
f(m—mg,n—nyp) je definovana pro kazdé mo =0,1,..., M —1,n,=0,1,...,N—1.

d) Komplexné sdruzend hodnota: Je-li funkce f(m,n) redlnd, pak plati

F(aM — kBN —1) = F*(k,1), o, B8=12,.... (2.55)
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Vlastnost snadno dokézeme, jestlize levou i pravou stranu rovnice (2.55) rozepiseme
podle vztahu (2.42). Pro prakticky vypocet diskrétni Fourierovy transformace real-
nych signdli ma vlastnost vyznam. S jejim vyuzitim postac¢i hodnoty F'(k,[) pocitat
priblizné v poloviné bodi.

e) Konvolucni teorém: Podobné jako pro spojitou Fourierovu transformaci, plati
i pro transformaci diskrétni, ze Fourierova transformace konvoluce funkei v prosto-
rové doméné je soucinem Fourierovych obrazi funkci v doméné frekvencni a naopak
soucinu v prostorové doméné odpovida konvoluce v doméné frekvencni. Konvoluce
se v tomto pripadé uvazuje cyklicka. Je tedy

F{F(m,n) % g(m,n)} = \/%F(k, DGk, 1), (2.56)
F{F(m,n)g(m,n)} = ——F (k1) % Gk, 1) (2.57)

VMN

f) Korelacni teorém: Definujme nejprve kiizovou korelaci Ry, a autokorelaci Ry
deterministickych diskrétnich funkci f(m,n), g(m,n) pomoci vztaht

M-1N-1
Ryg(m,n) MN ; Sz; fr(r—m,s—mn)g(r,s), (2.58)
| M-aN-l
Rir(m,n) = UN ; 2 ff(r—m,s—n)f(r,s)
| MoaN-
= N 2 2 fr+m,s+n)f*(rs). (2.59)
Korela¢ni teorém tvrdi nasledujici
1
F{Ryg(m,n)} = ——=F"(k,[)G(k,1), (2.60)

v MN
FBysmm)} = = F(EDF(RD) == F(RDP. (201

Poznamenejme, ze podobné jako u konvoluce, tak se i korelace a autokorelace uvazuji
cyklické (nebo se predpoklada, Ze funkce f(m,n), g(m,n) jsou periodické).

g) Parsevaliv teorém: Ptedpokladejme, ze obecné jsou signaly f(z,v), g(z,y) kom-
plexni a pouzijme symbolu * pro oznaceni komplexné sdruzené funkce. Parsevaltuv
teorém tvrdi, ze plati

M—-1N-1 M—-1N—

>N Fmn)g(m,n) = F(k,D)G*(k,1). (2.62)

m=0 n=0 k=0 1=0

,_.
,_.
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Ve specialnim pripadé, kdy f(x,y) = g(x,y), prechazi uvedeny vyraz na tvar

S P = 3 S IR D, 2.63)

2.4 Kosinova transformace

V kosinové transformaci se vyuziva skutecnosti, ze Fourierova transformace funkce,
ktera je symetrickd podle obou souradnych os, ma pouze redlnou slozku. Imaginarni
slozka vyjde vsude nulova. Pritomnost pouze redlné slozky je vyhodnd z hlediska
pamétové i ¢asové slozitosti vypoctll. Symetrii funkce 1ze zajistit postupem, ktery
déle popiseme. Méjme diskrétni funkei f(m,n) definovanou nad oblasti N x N bod,
m,n € {0,1,..., N — 1}. Tuto funkci doplnime tak, abychom vytvofili funkeci sy-
metrickou. To lze provést dvéma zpusoby. Prvni z nich vede na funkci definova-
nou nad oblasti 2N x 2N bodu, m,n € {—=N,—N + 1,..., N — 1}, a nazyva se
proto sudou kosinovou transformaci. Druhy vede na funkci definovanou nad oblasti
(2N —1) x (2N — 1) bodi, myn € {—N+1,—N +2,..., N — 1}, a nazyva se proto
kosinovou transformaci lichou. Podrobnéji ukazeme nejprve druhy zptisob - tj. lichou

kosinovou transformaci. Zavedme symetrickou funkei f (m,n) podle predpisu

f(m,n), mgo,nz()

P ) f(=m,n), m<0nz=0
f(m7n>— f(m7_n)7 mEO,n<O '

f(=m,—n), m<0n<0

(2.64)

Uplatnime-li na funkci f (m,n) diskrétni Fourierovu transformaci, mame

N-1

N-1
1 x ) mk nl
F(kl) = SN 1 Z Z f(m,n)exp(—J27r2N_1+2N_1),
m=—N+1n=—N+1
kil = —N+1,....N—1. (2.65)

Vezmeme-li v Gvahu, Ze funkcef (m,n) je symetrickd, pak po dpravé dostaneme

F(k,1) = ! 3 Nz_:l f(m,n)cos ( 2 mk 2 nt
T oN ’ ToN—1) "\ "Tav -1 )
m=—N+1n=—N+1
(2.66)
S ohledem na symetrii dle (2.64) lze tento vztah déle prepsat do tvaru
P 1) = — NZ_WZ_I( Ye(n) f(m,n) cos  20—"% Y cos (27—
T AN ST £y 2 AT "aN 1 "oN 1)

(2.67)
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1/2, p=0
c(p)—{ 1, ?inak’ (2.68)

Funkce ¢ zohlednuje skutecnost, ze ve ¢tyfech symetrickych kvadrantech funkce
f (m,n) vytvofenych podle vztahu (2.64) jsou hodnoty na osach symetrie sdileny
dvéma kvadranty a hodnota v pocatku je sdilena ¢tyrmi kvadranty. Protoze funkce
cos(z) je sudd, zjistujeme na zdkladé vztahu (2.67), ze plati F(k,—1) = F(k,I),
F(=k,) = F(k,1), F(—k,—l) = F(k,l) a Ze tedy i frekvenéni spektrum lze rozdélit
na ¢tyfi symetrické kvadranty. Hodnoty F'(k,l) proto postaci pocitat a uchovavat
pouze pro nezaporné indexy k, [. Symetrie lze vyuzit i pri provadéni zpétné Kkosi-
nové transformace. 7 predpisu pro zpétnou Fourierovu transformaci obdrzime pro
zpétnou transformaci kosinovou vztah

Flm,m) = N4_ 1 szNz:lc(k)c(l)F(k,l) cos (%2 ]\T[”ﬁ 1) cos (%2 N”l_ 1).

k=0 1=0
(2.69)
Vzorce pro sudou kosinovou transformaci lze odvodit analogicky. Symetrie je
v tomto pripadé dosazeno zrcadlenim ptuvodniho obrazu kolem piimek z = —1/2,
y = —1/2. Aby ve Fourierové transformaci vedla symetrie k anulovani ¢lent ob-

sahujicich funkci sinus, je zapotfebi posunout pocatek souradné soustavy do bodu
o souradnicich (—1/2, —1/2). Puvodni soutfadnice m, n se tak transformuji na hod-
noty (m+ 1/2), (n +1/2). V dopfedné sudé kosinové transformaci nelezi na oséch
symetrie zadné fady bodu obrazu. Také v ptripadé sudé kosinové transformace plati
F(k,—l) = F(k,1), F(=k,l) = F(k,l), F(—k,—1) = F(k,l), a proto i zde postaci
pocitat a uchovavat pouze jeden kvadrant frekvencéniho spektra. Hodnoty F'(k,1)
lezici na osach symetrie jsou sdileny sousednimi kvadranty spektra. Pri vypoctu
zpétné transformace lze tuto skutec¢nost vzit opét v ivahu pouzitim funkce c. Zpra-
vidla se polovina uvedené korekce realizuje uz pri dopredné transformaci a polovina
pri transformaci zpétné. Pro doprednou a zpétnou sudou kosinovou transformaci tak
mame

4 C@m+DE] [ (2n+1)]
F(k,1) = Wc(k)c(l)mz::o; f(m,n)cos _W%- cos -W%_ , (2.70)
N—-1N-1 - - - -
F(m,n) = % > 3 AR (1) cos _ﬂ%_ cos _w%_ )
kde Y
C(p)z{ 1/172’ ?i;l({) . (2.72)

Na zaveér tohoto odstavce poznamenejme, ze kosinova transformace nachazi vy-
znamné uplatnéni pri kompresi obrazovych signali. Vyuziva se v kompresnich me-
todach JPEG a MPEG, kde se pouziva kosinové transformace sudé.
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Kapitola 3

Stochasticky pristup k popisu
obrazovych signali

V predchozich kapitolach jsme predpokladali, ze obrazové signaly popisujeme deter-
ministicky jejich velikosti v jednotlivych bodech obrazu a zpracovavame jednotlive,
nezavisle na jinych obrazovych signalech. Tato predstava neni ovSem vzdy tucelna.
Casto chceme napiiklad navrhnout nebo vySetfit parametry systému zpracovava-
jictho néjakou ttidu obrazovych signali, aniz bychom néjaky konkrétni jednotlivy
signal méli predem na mysli. V takovych pripadech lze pouzit pristupu stochastic-
kého. Pri stochastickém pristupu je obraz charakterizovan jistym souborem statistic-
kych veli¢in. V této kapitole popiseme zakladni nastroje, které se pti stochastickém
pristupu pouzivaji. Ke studiu kapitoly jsou pottebné zakladni znalosti z poctu prav-
dépodobnosti.

3.1 Nahodné pole

P1i stochastickém pristupu se signal povazuje za ndhodny proces (jednorozmérné
signdly) nebo za ndhodné pole (vicerozmérné signaly). Zavedeni uvedenych pojmu
je vénovana tato podkapitola. Nechf .# je oblast v m-rozmérném euklidovském pro-
storu. Necht R oznacuje bod této oblasti. Poloha bodu R je popsana vektorem r.
Definujme nyni mnozinu {fz} ndhodnych proménnych tak, ze pro kazdy bod oblasti
& zavedeme jednu ndhodnou proménnou . Je-li m = 1 (jednorozmérny signél), pak
se takto vytvorend mnozina ndhodnych proménnych nazyva stochastickym (ndhod-
nym) procesem. Je-li m > 1, pak se pouziva terminu ndhodné pole nebo terminu
vicerozmérny stochasticky proces. Nechf ) oznacuje mnozinu vsech elementarnich
jevi a w; je i-ty elementarni jev. Na ndhodny proces (ndhodné pole) lze nahlizet ze
dvou pohledi: 1) Jedna se o mnozinu {fg(w;)|R € ¥} ndhodnych proménnych. 2)
Jedna se mnozinu { f,,(r)w; € Q} funkci nad oblasti . - jedna funkce pro kazdy
elementarni jev w;. Pro ndhodny proces (nahodné pole) zavedeme znaceni f(r,w;)
nebo také pouze strucné f(r). Pii zpracovani obrazi pracujeme nejéastéji s dvojroz-
mérnymi ndhodnymi poli f(r), kde r = (z,y). Vezmeme-li v dvahu, Ze pro kazdou
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hodnotu r je f(r) ndhodnou proménnou v obvyklém smyslu, pak neni obtizné zavést
distribucni funkci Pi(z,r) a hustotu pravdépodobnosti p¢(z,r) ndhodného pole. Jak
distribu¢ni funkce, tak hustota pravdépodobnosti jsou v tomto pripadé také funkci
polohy r. Distribuéni funkce P(z,r) je definovana obvyklym zptsobem - tj. jako
pravdépodobnost udélosti {f(r) < z}. Je tedy

Pi(z,r) = 2{f(r) < z}. (3.1)

Hustotu pravdépodobnosti pg(zr) ziskdme jako obvykle derivovanim distribuéni
funkce:

pe(z,r) = dP(z,r)/dz. (3.2)
Uvazujme nyni v oblasti . n bodti ry, rs, ..., r,. Podle dfive uvedeného odpovidaji
témto bodum nahodné proménné f(r;), f(rs),. .., f(r,). Mizeme tedy pro ndhodné

pole zavést sdruzenou distribuc¢ni funkci a sdruzenou hustotu pravdépodobnosti n-
-tého radu:

Pi(z1,20, .oy 2n, 1,00, oo, ) = P{f(r1) S 21, f(r2) S 29, (1) = 2.}, (3.3)

_ O"Pi((21, 22,y Zn, T1, T2, . .., Ty)

821622 Ce 8zn

(3.4)

pe(21, 22, ooy 20, T, Ty oo, Tyy)

3.2 Momenty ndhodného pole

Predpokladejme na okamzik, ze signél reprezentujeme jeho n vzorky ziskanymi v bo-
dech ry,ry,...,r,. Pokud bychom za této situace meéli k dispozici sdruzenou hus-
totu pravdépodobnosti n-tého tadu, byl by takto signal vycerpavajicim zptisobem
popsan. Bohuzel jsou vsak postupy zalozené na sdruzené pravdépodobnosti vyssich
radu teoreticky i prakticky obtizné zvladnutelné. Nejlépe jsou zatim propracovany
postupy zalozené na sdruzené pravdépodobnosti druhého tadu, které vysetiuji, jak
jsou svazany vlastnosti obrazu ve dvou jeho riznych bodech. Mame-li pro ndhodné
pole zavedenu sdruzenou hustotu pravdépodobnosti druhého radu, mtzeme defino-
vat jeho stfedni hodnotu, korelaci a kovarianci. Stredni hodnota p(r) ndhodného
pole je definovana vztahem

o

u(r) = B{F(r)} = / 2pe(z,r) dz (3.5)

— 00

Autokorelace Rg(r1, 1) ndhodného pole f(r) je definovéna jako korelace ndhodnych
proménnych f(ry), f(rs). Je tedy

Rg(ry,1s) = E{f(r)f(re)} = / /212’2pf(21,22,r1,r2)d21 dzy . (3.6)

—00 —00
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Podobné autokovariance Cg(ri,ry) ndhodného pole je definovdna jako kovariance
ndhodnych proménnych f(ry), f(ry). Odtud méme

Cr(ry,r2) = E{[f(r1) — pue(r1)] [f(r2) — pue(ra)]} - (3.7)

Roznéasobenim vyrazi v hranatych zavorkach a uplatnénim operace stfedni hodnoty
na kazdy z takto vzniklych c¢lenti 1ze snadno dokazat, ze plati

Cr(ry,19) = Re(r,r2) — p1e(r1) ps(r2) - (3.8)

Analogicky mtzeme zavést kriZovou korelaci Rg(r1,rs) a kriZovou kovarianci
Cig(r1, r2) ndhodnych poli f(r) a g(r):

Rig(r1,12) = E{f(r1)g(r2)}, (3.9)
Crg(ry,12) = E{[f(r1) — ps(r1)][g(r2) — prg(ra)]} - (3.10)

Néhodné pole f(r) je nekorelované préavé tehdy, jestlize pro kazdé dva rizné vek-
tory ry, ro plati Cg(ry,ra) = 0. Podobné jsou nahodné pole f(r) a g(r) vzajemné
nekorelovand praveé tehdy, jestlize pro kazdé dva vektory ry, ry plati Cg(ry,re) = 0.

3.3 Homogenni a ergodické nahodné pole

Kromé toho, Ze se v praxi omezujeme na sdruzené pravdépodobnosti druhého radu,
zavadime obvykle jesté dalsi zjednodusujici predpoklady. Casto se predpoklada ho-
mogenita a ergodicita ndhodného pole. Nahodné pole se nazyva homogennim, jestlize
jeho stfedni hodnota p(r) neni zavisla na r (pro vSechna r je stfedni hodnota stejna)
a jestlize jeho autokorelace Rg(r1,rs) zavisi pouze na rozdilu ry — ry. Uvedené pod-
minky mizeme zapsat pomoci vztaht

ue(r) = pe = konstanta, (3.11)

Rg(rl, 1'2) = Rff(rl +ro,rs + I'()) , (312)

kde ry je libovolny vektor. Jestlize ve vztahu (3.12) postupné polozime ry = —ry
a rop = —ry, ziskame

Rﬁf(rl, I‘Q) = Rff(rl — I'g, O) = Rf—f(o, ry — I'l) . (313)

S ohledem na to, Ze z definice autokorelace vyplyva Rg(ri,re) = Rg(re,r1), a za-
vedeme-li zapis Rg(r,0) = Rg(r), pak ze vztahu (3.13) dostavame Rg(r; — ry) =
= Rg(rs — ry). Proto plati

Rﬂ‘(r> = Rg(—r) . (314)

Rozepiseme-li vektor r jako r = (a,b), pak pro vypocet autokorelace Rg homogen-
niho pole mame

Rg(r) = Rg(a,b) = E{f(z + a,y + b)f(x,y)} = E{f(z,y)f(z —a,y — b)}. (3.15)
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Poznamenejme jesté, Zze pojem homogenity nahodného pole je totozny s pojmem
stacionarita v SirSim smyslu, se kterym se mtizeme v literature také setkat.

Pojem ergodicity souvisi s moznosti pohlizet na homogenni ndhodné pole jako
na mnozinu {f,,(r)} funkci, jak bylo vysvétleno v podkapitole 3.1. Necht .7 je
oblast, nad niz ndhodné pole (v nasem piipadé obrazovy signdl) uvazujeme. Mira
této oblasti necht je S. Predpokladejme, ze oblast . je dostatecné velika - idealné
nekoneéna. Stanovme stfedni hodnotu signalu nad oblasti .. Mame

= lim —// z,y)dzdy. (3.16)
S—o0 S

Vztahu (3.16) je tfeba rozumét tak, Ze integraci provadime jednotlivé pro kazdy
elementarni jev w;. Pro kazdy elementarni jev obdrzime hodnotu E(w;). E je zde
tedy nahodnou proménnou (nezaménovat s operatorem stfedni hodnoty). Jestlize
nahodna proménnd E nabyva pro vSechny elementarni jevy stejné hodnoty, pak
takové ndhodné pole nazveme ergodickym vzhledem ke stfedni hodnoté. Podobné
muzeme pro ndhodné pole f(z,y) urcit

S—00 S

R(a,b) = lim —// r—a,y—b)f(x,y)drdy. (3.17)

Stejné jako v predchozim pripadé, integrujeme i zde pro kazdy elementarni jev jed-
notlivé a R(a,b) je proto ndhodné pole. Jestlize pro libovolné zvolené a, b nabyva
R(a,b) pro vSechny elementarni jevy téze hodnoty, pak ndhodné pole f(x,y) na-
zveme ergodickym vzhledem k autokorelaci.

3.4 Vykonova spektralni hustota

Vykonova spektralni hustota Gg(u, v) homogenniho ndhodného pole je Fourierovou
transformaci jeho autokorelace. Je tedy

G (u,v) = F{Rg(a,b)} = / / Rg(a,b) exp [—j2m (au + bv)] dadb.  (3.18)

—0o0 —0O0

Na zakladé znalosti vykonové spektralni hustoty lze autokorelaci ur¢it inverzni Fou-
rierovou transformaci pomoci vztahu

[c ol o]

Ra(a,b) = Z~" {Galu, v)} = / / Gi(u, v) exp [i27 (au + bv)] dudv.  (3.19)

—00 —0O0

Jestlize ve vztahu (3.19) polozime a = b = 0, mizeme dokézat nasledujici vlastnost

/ / Gg(u,v)dudv = Rg(0,0) = E {[f(:z:,y)]2} =0. (3.20)

—0o0 —00
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3.5 Linearni operace nad nahodnym polem

Necht f(z,y) je ndhodné pole reprezentujici obrazovy signal. Nahodné pole je charak-
terizovano stfedni hodnotou pg(z,y), autokorelaci Rg(a,b) a vykonovou spektralni
hustotou Gyg(u,v). Na ndhodné pole f(z,y) aplikujeme operdtor & a ziskdme tak
néhodné pole g(x,y). Je tedy

g(r,y) = O{f(z,y)}. (3.21)

Nasim cilem nyni bude pro takto ziskané ndhodné pole g(z,y) stanovit statistické
veli¢iny, které jej popisuji. Hledame tedy predpis pro stredni hodnotu, autokorelaci
a vykonovou spektralni hustotu ndhodného pole g(z,y), a to ve vztahu k odpovi-
dajicim veli¢indm vstupniho ndhodného pole f(x,y). Pro stanoveni uvedenych cha-
rakteristik nahodného pole g(z,y) pouzijeme zavéru z odstavee 1.2.4. V tomto od-
stavci jsme odvodili, Ze je-li & linearni operace invariantni vii¢i posuvu, pak operaci
O{f(z,y)} je mozné provést jako konvoluci f(z,y)*h(z,y), kde h(z,y) = 0{d(x,y)}
je odezva operatoru na Diractv impulz (impulzova charakteristika operdtoru). Cha-
pejme nyni podle podkapitoly 3.1 ndhodné pole f(z,y) jako mnozinu {f,,(x,vy)}
funkci. Pro vystupni ndhodné pole g(z,y) pak mame

g(z,y) = / / f(x —a,y —b)h(a,b)dadbd. (3.22)

—00 —00

Vyrazu (3.22) je tfeba rozumét tak, ze pro kazdy elementarni jev w; déva funkce
fu: (z,y) mnoziny f(z,y) vzniknout prave jedné funkei g, (z,y) mnoziny g(z,y). Je
tedy g(z,y) ndhodné pole, jak jsme jiz diive predeslali. Lze navic ukédzat, ze je-li
nahodné pole f(x,y) homogenni, pak je homogenni i pole g(x,y). Hledané vztahy
pro veliciny charakterizujici vystupni ndhodné pole uvedeme ve formé tvrzeni, kterd
dokazeme. Predpokladame, ze vstupni ndhodné pole f je homogenni.

Pro stfedni hodnotu s, nahodného pole g(z,y) plati
Hg = MfH(O7 0) ) (323>

kde H(0,0) je hodnota Fourierova obrazu H(u,v) funkce h(x,y) v bodé u = 0,
v=0.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme tak, ze na obé strany vztahu (3.22) uplatnime operaci
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stfedni hodnoty. Postupné dostaneme

jy = F {Z’; Z’; £(z — a,y — b)h(a, b) dadb}

= 70 TE{f(fE—a,y—b)}h(a,b) dadb

—00 —O0

=ut [ [ h(a,b)dadb

—00 —00

= i 70 70 h(a,b) exp [—j2m(0a + 0b)] dadb = ue¢H(0,0).

—00 —O0

Pro autokorelaci Ry, ndhodného pole g(x,y) plati
Rgg(a,b) = Rg(a,b) * h(—a, —b) * h(a,b). (3.24)

Diikaz. Jestlize obé strany rovnice (3.22) ndsobime g(z — o,y — ) a uplatnime
operaci stfedni hodnoty, ziskame

Ryg(a, B) = / / Regl — a, 8 — b)h(a, b) dadb = Ry, 8) % h(c, B).  (3.25)

—00 —O0

Podobné nasobime obé strany rovnice (3.22) vyrazem f(z + «,y + ). Uplatnénim
operace stredni hodnoty a substituce '’ = —a, b’ = —b pak postupné mame

R (o, B) = / / Rg(a+a, B+ b)h(a,b)dadb = Rg(a, B) * h(—a, —3). (3.26)

Dosazenim vysledku (3.26) do (3.25) jiz ziskdme dokazované tvrzeni. O

Pro vykonovou spektralni hustotu ndhodného pole g(z,y) plati
Gglt,0) = Ginlu, )| H (w, o) (327)

Diikaz. Dokazované tvrzeni vyplyva z tvrzeni predchoziho. Staci provést Fourierovu
transformaci rovnice (3.24), vyuzit vlastnosti (2.29) Fourierovy transformace a vzit
v tvahu, ze H*(u,v)H (u,v) = |H (u,v)|?. O
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3.6 Statisticka analyza obrazovych transformaci

V této podkapitole se budeme zabyvat transformacemi diskrétniho signalu z pohledu
statistické analyzy. Predpokladame, Zze vstupni signéal je popsan ndhodnym polem
f(m,n), kdem=0,1,..., M—1,n=0,1,..., N —1. Transformaci obdrzime signal,
ktery je popsdn ndhodnym polem F(k, 1), k =0,1,.... M —1,1=0,1,...,N — 1.
Ve shodé s vyrazem (1.34) mame

M-

2

f (m, )y, (m,n). (3.28)

3
Il
=)

m=0

Pro struénost prepiSseme uvedeny vztah do maticového tvaru (maticovy zapis trans-
formace signalu jsme zavedli jiz v podkapitole 2.2, na rozdil od uvedené podkapitoly
jsou zde vsak f, F ndhodné vektory). Dostaneme

F = &f, (3.29)

kde f, F jsou sloupcové nahodné vektory rozméru MN a ® je matice rozmeéru
MN x MN. Ulohou bude uréit statistické charakteristiky (stredni hodnotu, korelaci
a kovarianci) vystupniho ndhodného pole F na zdkladé odpovidajicich charakteris-
tik vstupniho nahodného pole f. Vyraz pro stfedni hodnotu lze ziskat uplatnénim
operace stfedni hodnoty na obé strany rovnice (3.29). Ziskdme

pr = E{F} = ®E{f} = ®ps, (3.30)

kde g, pp jsou vektory strednich hodnot rozméru MN. Pro autokorelaci vystupniho
nahodného pole dostavame

Rpp = E{FF*"} =E{®ff*'®""} = PRz®"", (3.31)

kde Rg, Rpp jsou autokorelacni matice vstupniho a vystupniho ndhodného pole.
Obé matice maji rozmér MN x MN. Podobné pro autokovarianci odvodime

Crr = E{[F — pue] [F — ] }

—E {[(I)f — ] [BF — qu]”} = $Cd T, (3.32)

kde Cg, Cpgr jsou autokovariancni matice vstupniho a vystupniho ndhodného pole.
Obé matice maji opét rozmér MN x MN. Poznamenejme nakonec, ze ma-li trans-
formace néjaké specidlni vlastnosti (je-li napt. separabilni), pak lze za jistych okol-
nosti také pro statistické charakteristiky transformovaného signalu odvodit specidlni
vztahy, které umoznuji efektivnéjsi vypocet nez obecné vztahy, které jsme zde prave
uvedli. Podrobnéjsi vyklad v tomto sméru by vSak pravdépodobné presahl skromné
moznosti tohoto u¢ebniho textu.
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Piiklad 3.1. Uvazujme homogenni diskrétni ndhodné pole f(m,n). UkdZeme, Ze
pro vykonovou spektralni hustotu plati vztah

1 2
G = WE{!F(MN }-

7 podkapitoly 3.4 vime, ze vykonova spektralni hustota je Fourierovou transformaci
autokorelace homogenniho ndhodného pole. Je tedy

fo = gz {Rﬁ(m,n)}

Z podminky homogenity plyne (prestoze jsou hodnoty f(m,n) redlné, pouzijeme od
této chvile k jejich reprezentaci komplexnich ¢isel - imaginarni slozka bude vsSak
nulovd)

Rg(m,n) = E{f*(r —m,s —n)(r,s)}
:E{ﬁ Y f*(r—m,s—n)f(r,s)} :

r=0 s=0

Na zakladé linearity Fourierovy transformace mame

FA{Rg(m,n)} =E {35 [ﬁ i if*(r —m,s —n)f(r, s)] } :

r=0 s=0
Uplatnénim korelaéniho teorému (2.61) vychézi

Ga(k.1) = 7 {Ri(m. )}~ (P(E.DF" (kD)) = <= {[F(k.D)"}.

Jestlize by ndhodné pole f(m,n) bylo navic ergodické vzhledem k autokorelaci, pak
by dale platilo

Gk, 1) = \/% Pk, D)2
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Kapitola 4

Digitalizace obrazovych signala

Pri digitalnim zpracovani obrazu je dosti ¢asto cilem zpracovavat obrazy, které vzni-
kaji jako obrazy spojité. Spojita reprezentace miuze byt zadana také pro vystupy
zpracovani. Napriklad tehdy, jestlize ma byt vysledek pozorovan clovékem. Pro sa-
motné digitalni zpracovani obrazu v poc¢itaci neni vsak spojita reprezentace vhodna.
Vhodnéjsi je reprezentace diskrétni, kdy je obraz reprezentovan spocetnou (v praxi
kone¢nou) mnozinou néjakych hodnot. Z uvedeného duvodu provadime pred digital-
nim zpracovanim prevod obrazu do diskrétni podoby. Rikdme, ze obraz vzorkujeme.
Dale se pri praktické reprezentaci obrazti v pocitaci vzorky nékdy uchovavaji jako
celociselné hodnoty. V takovych pripadech pak skutecné urovné signalu na tyto celo-
¢iselné hodnoty prevadime, coz nazyvame kvantovanim. Po zpracovani v digitalizo-
vané podobé miize byt naopak pozadovana rekonstrukce obrazu do podoby spojité.
Problematice vzorkovani, kvantovani a rekonstrukce je vénovana tato kapitola.

4.1 Vzorkovani deterministicky popsanych
obrazu

Predpokladejme, ze vzorkujeme vstupni obraz deterministicky popsany spojitou ob-
razovou funkei fi(z,y). Aby vztahy, ke kterym dospéjeme, vysly jednoduché, pred-
pokladame, ze je obraz definovan nad nekonecnou oblasti. Vysledek wvzorkovani
obrazu je popséan funkei fs(z,y). Jako matematicky model vzorkovani volime soucin
vstupniho obrazu se vzorkovaci funkei s(z,y). Je tedy

fS(xay) :fl(x,y)s(x,y). (41)

Jako vzorkovaci funkci nejprve zvolime nekonecné pole Diracovych impulzi navza-
jem vzdélenych o Az, Ay (obr. 4.1). Tato funkce je popsana predpisem

oo o0

s(x,y) = Z Z dz — kAzx,y — lAy). (4.2)

k=—o00 l=—0
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Obr. 4.1: Vzorkovaci funkce ve tvaru nekonec¢ného pole Diracovych impulzia

Dosazenim vztahu (4.2) do vztahu (4.1) obdrzime pro fs(z,y) nasledujici predpis

fS(J:,y) = Z Z fl(m,y)é(x—k:Ax,y—lAy) (43>

k=—oc0 l=—00

Je ziejmé, ze ke stanoveni funkce fg podle predpisu (4.3) stac¢i znat funkéni
hodnoty fi pouze v bodech (kAz, [Ay). Pii praktické realizaci vzorkovani jsou
proto pravé hodnoty fi(kAz, [Ay) uchovavany. Uréeme nyni Fourierovu transformaci
Fs(u,v) = F{fs(z,y)} vzorkovaného obrazu fs(z,y). Necht Fi(u,v) = F{fi(x,y)},
S(u,v) = F{s(z,y)} jsou Fourierovy transformace funkci fi(z,y) a s(x,y). Uplatni-
me-li na obé strany rovnice (4.1) Fourierovu transformaci a vezmeme-li v tivahu
vlastnost (2.31), pak ziskame

Fs(u,v) = Fi(u,v) * S(u,v). (4.4)

Fouriertiv obraz nekonec¢ného pole Diracovych impulzii jsme vypocetli jiz diive v pri-

kladé 2.4. Vyslo

I« © k [
S(u’v):AmAykZ Zé(u—E,U—A—y). (4.5)

=—o0 l=—00

Zavedme frekvence ug, vs vzorkovani jako prevracené hodnoty vzdalenosti vzorku

us =1/Az, wvs=1/Ay. (4.6)

Dosazenim vztahu (4.5) a (4.6) do vztahu (4.4) a rozepsanim konvoluce mame

o0 [e.o]

Fs(u,v):uSvs/ /Fl(a,b) Z Z d(u—a— kug,v—b—lvs)dadb. (4.7)

a0 —o0 k=—o00l=—00



4.1 Vzorkovani deterministicky popsanych
obrazii 43

Vzajemnou zaménou poradi integrovani a sumace a po upravé obdrzime

Fs(u,v) = ugvg Z Z Fi(u — kug,v — lvs) . (4.8)

k=—o00l=—00

Nyni jsme dosli k vyznamnému zavéru: Vyraz (4.8) tikd, Ze frekven¢ni spektrum Fg
vzorkovaného obrazu se sklada ze slozek, kterymi je spektrum Fy obrazu ptivodniho.
Slozky se periodicky opakuji ve vzdélenostech ug, vs (obr. 4.2) a s¢itaji. Jak uvidime
pozdéji, bude mit pro tispésnou rekonstrukei obrazu zédsadni vyznam pozadavek, aby
se jednotlivé slozky spektra navzajem neprekryvaly. Zkoumejme tuto situaci blize.
Predpokladejme, Ze spektrum vstupniho obrazu je omezené - tj., ze plati

Fi(u,v)

Obr. 4.2: Spektrum ptvodniho a vzorkovaného obrazu

Fi(u,v) =0, jestlize |u| > u; U |v| > vy, (4.9)

kde hodnoty wj, vy jsou mezni frekvence vstupniho obrazu. Z vyrazu (4.8) vyplyva
(viz. téz obr. 4.2), ze k prekryvani slozek spektra nedojde za podminky, ze plati
nerovnosti

ug = 2uy, vg = 2vr. (4.10)

Nyni se budeme zabyvat otazkou, za jakych podminek lze ze vzorkovaného obrazu
fs(x,y) vytvorit rekonstruovany obraz fr(x,y) tak, aby byl shodny se vstupnim ob-
razem fi(z,y). Predpokladame, ze rekonstrukci obrazu bude mozné provést pomoci
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néjakého filtru, ktery proto budeme nazyvat filtrem rekonstrukcénim . Ocekavame, ze
rekonstrukeni filtr bude linedrni a invariantni vici posunu. Filtr charakterizujeme
odezvou r(x,y) na Diraciv impulz (impulzova charakteristika filtru) a Fouriero-
vou transformaci R(u,v) této odezvy (frekvenéni charakteristika). Tyto funkce vsak
zatim nezname a chceme je urcit.

7 odstavce 1.2.4 vime, ze obraz na vystupu rekonstrukéniho filtru lze stanovit
pomoci konvoluce vzorkovaného obrazu a odezvy filtru na Diractv impulz. Je tedy

fR(xuy) :fS(I7y)*r(x7y>' (411>
Ve frekvencni doméné pak s ohledem na vlastnost (2.30) Fourierovy transformace
mame

Fr(u,v) = Fs(u,v)R(u,v). (4.12)
Dosadime-li do vztahu (4.12) ze vztahu (4.8), dostaneme
Fr(u,v) = usvs R(u,v) Z Z Fi(u — kus,v — lvg) . (4.13)
k=—o00l=—c0

Predpokladejme, ze nedojde k prekryvani jednotlivych slozek spektra, jak jsme jiz
diive diskutovali (vztahy (4.10)). Ze vztahu (4.13) pak vyplyva, ze jestlize navrh-
neme rekonstrukéni filtr tak, aby odfiltroval ty slozky spektra, pro které k # 0,
Il # 0, a slozku £ = 0, [ = 0 naopak propustil, pak Fgr(u,v) = Fi(u,v) a tedy
i fr(z,y) = fi(z,y), jak jsme pro rekonstrukci pozadovali. Dochazime tedy k za-
véru, ze k optimélni rekonstrukcei by frekvenc¢ni charakteristika rekonstrukéniho filtru
mohla byt napf. (obr. 4.3)

L (w2 ur) N (Jv] = vr)
R(u,v) = { 0 nak , (4.14)
<

kde up = ur = wug/2, v; £ vg = ws/2. (Presné vzato dava filtr (4.14) hodnotu
Fr(u,v) = usvsFi(u, v), coz vsak nezmensuje kvalitu rekonstrukce, protoze ugvs je
znamé konstanta.) Zduraznéme jesté jednou skutecnost, ze podminkou uspésné re-
konstrukce obrazu je splnéni pozadavku, aby se jednotlivé slozky spektra Fs(u,v)
vzorkovaného obrazu navzajem neprekryvaly. Jestlize mezni frekvence uy, vy vstup-
niho obrazu povazujeme za neménné, pak lze splnéni této podminky zajistit vhod-
nou volbou frekvence vzorkovani ug, vs tak, aby byly splnény nerovnosti (4.10).
Uvedené nerovnosti jsou dvojrozmérnou variantou znamého Nyquistova vzorkova-
ciho teorému, ktery rika, ze k tomu, aby mohl byt signal tspésné rekonstruovan,
je nutné, aby vzorkovaci frekvence byla alespon dvojnasobkem nejvyssi frekvence,
ktera je v signalu obsazena.

Pti provadéni rekonstrukce obrazu mtze byt vyhodné vyhnout se Fourierové
transformaci, kterd muze byt c¢asové slozitd. Vztah (4.11) napovidé, jak to udélat.
Dosadime-li do vztahu (4.11) vztah (4.3), pak po provedeni konvoluce a tpravé
obdrzime predpis
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fr(z,y) = Z Z filkAz, IAy)r(z — kAx,y — [Ay) . (4.15)
k=—o0l=—0c0
Vs/z
0
1 VR
—us/2 —Ugr Ur I/ls/z

—vg
_Vs/2

Obr. 4.3: Frekvenéni charakteristika obdélnikového rekonstrukéniho filtru

Abychom mohli vztahu (4.15) prakticky vyuzit, zbyva jesté urcit impulzovou cha-
rakteristiku r(z, y) rekonstrukéniho filtru (4.14). Zpétnou Fourierovou transformaci
ziskdme ze vztahu (4.14) predpis

r(z,y) = dugvg sinc(2zrug ) sinc(2yvg) . (4.16)

Vidime tedy, ze v prostorové doméné lze rekonstrukci obrazu provést podle predpisu
(4.15) jako konvoluci vzorku fi(kAz,lAy) vstupniho obrazu s funkei sinc.

4.2 Zpresnéné modely vzorkovani

Zjednodusujici predpoklady, které jsme zavedli v podkapitole 4.1, smérovaly k tomu,
abychom ziskali jednoduché a nazorné vysledky. Prestoze jsou takto ziskané vysledky
uziteCné, povazujeme za nutné alespon naznacit mozné modifikace uvedeného po-
stupu, jejichz cilem je vérnéjsi popis skutecnosti.

Konecny obraz a konecny pocet vzorku: V predchozi podkapitole jsme predpokladali,
ze obraz, ktery vzorkujeme, je definovan nad nekonecnou oblasti a ze vzorkovanim
ziskame nekonecné mnozstvi vzorkl. V praxi vsak pracujeme s obrazy, které jsou
konec¢né a konecny musi byt také pocet vzorki. Zlepseni souhlasu teoretického mo-
delu vzorkovani se skutec¢nosti by v tomto ohledu bylo mozné dosdhnout zavedenim
vzorkovaci funkce ve tvaru konecného pole Diracovych impulzii

K L

s(x,y) = Z Z d(x — kAz,y — lAy), (4.17)

=—Kl=—1L
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kde K,L jsou meze pole. Tento postup vsak bohuzel komplikuje dalsi analyzu.

Obecny) tvar vzorkovaciho pulzu: Az doposud jsme predpokladali, ze matematickym
modelem ziskani vzorkt je souéin obrazu s vzorkovaci funkei. Jako vzorkovaci funkeci
jsme pouzivali funkci sloZzenou z Diracovych impulzi. Obecné vSsak mohou mit vzor-
kovaci pulzy i jiny tvar. Jestlize je tvar pulzu popsan funkei p(z,y), pak muzeme
vzorkovaci funkei popsat vztahem

Z Z (x — kAz,y — [Ay). (4.18)

—Kl=-L

Vzorkovdni integraci: Senzory, které lze prakticky realizovat, nedokazi sejmout hod-
notu v nekonecéné malém bodé. Misto toho je sejmuta jakasi primérna hodnota
podél citlivé plosky senzoru. Tuto skutec¢nost 1ze zohlednit tak, ze jako matematicky
model ziskavani vzorki volime integraci

kAz+a lAy+S
fkanidy = [ [ feupte - kday - 18 dedy. (129)

kAz—a lAy—p

kde «, 8 jsou poloviny délek stran snimaci plosky senzoru, kterou si zde predstavu-
jeme jako obdélnik. Rozméry snimaci plosky pri tom predpokladdme mensi, nez je
teoretickd vzdédlenost vzorkovacich bodu. Funkce p(x,y) popisuje pribéh citlivosti
plosky. Vzorkovani integraci ma znaény vyznam. To proto, ze at chceme ¢i nechceme,
vzdy k nému v praxi do urc¢ité miry dochazi. Ukazme proto dalsi moznou interpretaci
vztahu (4.19). Zédménou proménnych prevedeme vyraz (4.19) na tvar

fs(kAx, IAy) = //fI (kAx — a,lAy — b)p(—a, —b) dadb. (4.20)
— B
Vztah (4.20) je vypoctem konvoluce funkei fi(z,y), p(—z, —y). Vysledek konvo-

luce pouzijeme jen v bodech kAz, [Ay (mimo tyto body predpokldddme funkéni
hodnotu fs rovnu 0). Mizeme proto psat

fs(z,y) = [filz,y) *p(— Z Z Sz — kAz,y — 1Ay). (4.21)

k=—o00l=—c0

Vyraz (4.21) ukazuje, ze vzorkovani integraci ma stejny ucinek, jako kdybychom
provedli konvoluci vstupniho obrazu fi(x,y) se vzorkovaci funkei p(—z, —y) a pak
nasledné provedli vzorkovani polem Diracovych impulzi. Jak vyplyva z vlastnosti
2.30 Fourierovy transformace, realizuje konvoluce obrazu se vzorkovaci funkei filtraci
obrazu. Ta miize byt nékdy nezadouci, protoze zpisobuje degradaci obrazu. Jindy
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muze byt naopak vitana - napt. tehdy, jestlize vzorkovani obrazu probiha na nizsi
frekvenci, nez odpovida Nyquistovu teorému, a je proto nutné potlacit v obraze vyssi
frekvencni slozky.

4.3 Aliasing

Ve vztahu (4.8) jsme ukézali, ze frekvencni spektrum obrazu po vzorkovani se sklada
ze slozek, které jsou tvoreny frekvencnim spektrem vstupniho obrazu. Tyto slozky se
periodicky opakuji ve vzdalenostech ug, vg a scitaji. Zjistili jsme také, ze k tomu, aby
mohl byt obraz tspésné rekonstruovan, je nutné, aby se jednotlivé slozky spektra
navzajem neprekryvaly. Dosud jsme vsak netesili otdzku, co se stane v pripadé, ze
tato podminka neni splnéna. Vénujme se nyni tomuto problému podrobnéji. Na
zékladé vztahu (4.8) je mozné spektrum obrazu po vzorkovani zapsat ve tvaru

Fs(u,v) = ugvs [F1(u,v) + Fg(u,v)], (4.22)

kde Fi(u,v) je spektrum ptvodniho obrazu a Fq(u,v) zahrnuje vSechny ty slozky
spektra Fs(u,v) obrazu po vzorkovani, pro které je ve vyrazu (4.8) k # 0,1 # 0
(slozka k = 0, I = 0 je zastoupena ¢lenem Fi(u,v)). Predpokladejme nyni, Ze se
jednotlivé slozky spektra navzajem prekryvaji (obr. 4.4) a Ze na takto vzorkovany
obraz aplikujeme rekonstrukéni filtr s frekvencéni charakteristikou

Zvoleny rekonstrukéni filtr propousti kromé slozky k = 0, [ = 0 (uZziteén4 slozka)
frekvencniho spektra také urcité c¢asti slozek k& # 0, [ # 0 (nezadouci slozky). Na
obr. 4.4 jsou prenasené casti nezadoucich slozek vysrafovany. Naopak si vsak také
muzeme povSimnout, ze nejsou prenaseny nékteré casti uzitecné slozky. Chyba zpu-
sobend netplnym prenesenim uzite¢né slozky zpusobi rozmazani obrazu (potlaceni
vyssich frekvenci). Naopak chyba zptisobend prenosem ¢asti nezadoucich slozek dava
v obraze vzniknout novym utvarum. Tento jev nazyvame aliasing. Necht fip(x,y)
je obraz degradovany netplnym prenosem uziteéné slozky. Vznik aliasingu miizeme
matematicky modelovat tak, Ze na obraz fip(z,y) superponujeme chybovy obraz
a(x,y) vznikly ¢astecnym prenosem nezadoucich slozek. Je tedy

. (4.23)

fR(fE,y) :fID(ZE,y)+CL(ZE,y). (424>

Chybovy obraz a(z,y) mizeme popsat vztahem

a(z,y) = F " {R(u,v)Fq(u,v)} . (4.25)

Pokusme se nyni kvantifikovat miru degradace rekonstruovaného obrazu, kterou
aliasing zpusobi. Ke kvantifikaci pouzijeme stochastického ptistupu. Necht fi(z,y)
je vstupni ndhodné pole a Gy, (z,y) necht je jeho vykonové spektralni hustota. Na
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vg/2

/ _VS/ 2
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Obr. 4.4: Vznik aliasingu prekryvanim slozek spektra vzorkovaného obrazu

miru degradace rekonstruovaného obrazu budeme usuzovat na zakladé energetické
bilance. Energie F; vstupniho obrazového pole je

Ey = / /Gflfl(u,v)dudv. (4.26)

—00 —O0

7 této energie je rekonstrukénim filtrem na vystup prenaseno mnozstvi Eir, kde

us/2 vg/2
EIR == / / GfIfI(’LL, U) dudv. (427)
—ug/2 —vg/2

Rekonstrukénim filtrem je na vystup ovsem také castecné prenasena energie neza-
doucich slozek. K urceni velikosti této energie bychom méli vysetrovat, jak do oblasti
(—us/2,us/2) x (—vs/2,vs/2) kazd4 z téchto slozek prispiva. Neni tézké zduvodnit,
ze energie nezadoucich slozek prendsend v oblasti (—ug/2,us/2) X (—vs/2,vs/2)
je stejnd jako energie, kterou prenasi uzitecnéd slozka mimo tuto oblast (prosime
Ctendre, aby platnost tohoto tvrzeni promyslel). Energie Ea nezddoucich slozek pre-
nasena rekonstrukénim filtrem na vystup tedy je

Exn = E; — Erg . (4.28)

Relativni chybu €5 zptsobenou aliasingem lze pak vyjadrit podilem

€A=EA/EI. (429)

K omezeni jeviu zpusobenych aliasingem muzeme pouzit filtrace, kterou prove-
deme jesté pred vzorkovanim. Cilem filtrace je potlaceni vysokych frekvenci v obraze,
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¢imz budou 1épe zajistény pozadavky Nyquistova teorému. Obr. 4.5 zndzornuje ma-
tematicky model takového postupu: Pred vzorkovani je zatazen filtr s frekvenéni cha-
rakteristikou H (u,v). Rekonstrukce je provedena rekonstrukénim filtrem dle vztahu
(4.23). Zarazenim filtru H (u,v) do Tetézce zpracovani hrozi ovsem dalsi degradace
obrazu. Je tedy nutné zvolit takovy filtr, kde omezeni jevli aliasingu prevazuje nad
touto dodatec¢nou degradaci.

Rekonstru¢ni
filtr R
M R@y) | fed)

Filtr H(u,v)
fiGey) pred vzork.

Ju(x.y) Ss(x.p)

s(x,»)

Obr. 4.5: Matematicky model redukce aliasingu

Necht fi(z, y) je ndhodné pole vzniklé aplikaci filtru H (u, v) na vstupni ndhodné
obrazové pole fi(x,y) a pole fs(z,y) necht je pole vzniklé vzorkovanim pole fy(x,y).
Oznacéme Ey celkovou energii pole fiy, a dale ozna¢me Fygr energii té ¢asti uziteéné
slozky pole fs, kterd je propusténa filtrem R(w,v) na vystup. S vyuzitim vztahu
(3.27) mame

Ey = //GfIfI (u, v) | H (u,v)]> dudo, (4.30)

—00 —00

ug/2 wvs/2

Epr = / / Gy, (u,v) [H(u,v)|” dudw. (4.31)

—us/2 —’Us/2

Chybu e, zpusobenou aliasingem a chybu ey zptisobenou zatazenim filtru H (u, v)
lze vyjadrit vztahy

ean = (Bu — Eur)/Fu, eu= (Ew — Eur)/Eir - (4.32)

4.4 Praktické metody rekonstrukce obrazu

Ukolem rekonstrukee je ziskat hodnoty jasu v bodech lezicich mimo rastr, v némz
jsou k dispozici hodnoty vzorki. Uvedeny problém vznikd napr. pii vykreslovani
obrazu nebo pii provadéni geometrickych operaci s obrazy (kapitola 6). V podkapi-
tole 4.1 jsme ukazali, Ze rekonstrukci obrazu po vzorkovani 1ze v prostorové doméné
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provést konvoluci vzorki obrazu s funkei sinc (vztahy (4.15)), (4.16)). Protoze Fou-
rierovym obrazem funkce sinc je idedlni rekonstrukéni filtr dle vztahu (4.14), je
tento postup za zvolenych predpokladt optimélni z hlediska presnosti rekonstrukce.
Funkece sinc je vSsak bohuzel pro provadéni konvoluce ponékud nepiijemna. Jeji hod-
noty jsou témeér vsude nenulové, a proto do kazdého bodu rekonstruovaného obrazu
teoreticky prispivaji vSechny vzorky. Tato skutecnost vede k vysoké casové slozitosti
rekonstrukce. Navic je presné splnéni predpokladu, za nichz byl idealni rekonstrukéni
filtr odvozen, prakticky sotva mozné. V praxi se proto casto pouzivaji filtry, které
sice nejsou idealnimi rekonstrukénimi filtry, ale zato umoznuji rychly vypocet kon-
voluce. Rychlosti je dosahovano tim, Ze je impulzova charakteristika filtru nenulova
jen na malé oblasti, takze do kazdého bodu rekonstruovaného obrazu prispiva pouze
omezeny pocet vzorki. Frekvencéni charakteristika takovych filtri se vSak zpravidla
dosti odchyluje od charakteristiky rekonstrukéniho filtru idealniho, coz teoreticky
vede k nizsi kvalité rekonstrukce. Uvedme nékolik prikladii impulznich a odpovida-
jicich frekvenc¢nich charakteristik c¢astéji pouzivanych rekonstrukénich filtri:

1) sinc:
r(z,y) = usvs sinc(ugx) sinc(vsy) , (4.33)

2) Ctverec:

1, (wAz/2 <z S Az/2)N(—Ay/2 <y S Ay/2
ro (z,y) = { 0 ( / = /J)malg y/ y = Ay/2) 7 (4.35)
Ry (u,v) = AzAysinc (uAz) sinc (vVAy) ; (4.36)
3) trojihelnik:
r1 (I’, y) = To(l', y) * TO(:L‘7 y)a Rl (U, U) = RS(U, U) ; (437>
4) zvon:
) (1’7 y) = 7’0(33', y) *T (Z’, y)a RQ(U, U) = Rg(ua U) ) (438)
5) kubicky B-spline:
T3 (iL‘, y) = 7’0(1’, y) * 7/'Z(xa y)a RS(ua U) = Ré(ua U) ) (439)

6) gaussian:
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sinc { r(x) 1 R(u)
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Obr. 4.6: Prubéhy castéji pouzivanych rekonstrukénich filtri (Az = ug = 1)

x2+y2
r(r,y) = p|—

202

[

5 (4.40)

X
2mo?

Pribéhy uvedenych funkei (v jednorozmérné varianté) jsou uvedeny na obr.
4.6. Poznamenejme, ze kvantifikaci vérnosti rekonstrukce, které lze zvolenym fil-
trem dosdhnout, je mozné provést podobné jako v odstavci 4.3 energetickou bilanci.
K hodnoceni muze slouzit mnozstvi energie, které zvoleny rekonstrukcni filtr pre-
nasi v pasmu, kde filtr idealni ma frekvencni charakteristiku rovnu nule, a také rozdil
v mnozstvi energii prenasenych zvolenym a idedlnim filtrem v pasmu, kde filtr idedlni
ma frekvencéni charakteristiku rovnu jedné.

V praxi se rekonstrukce dosti casto provadi interpolaci. Nejcastéji se pouziva
interpolace bilinedrni nebo bikubické. Reknéme, Ze hodnota jasové funkce mé byt
stanovena v bodé o souradnicich x,y a ze Az = Ay = 1. Zavedme souradnice &, 7
(0 =&, m< 1) pomoci vztahu

E=x—|z], n=y—ly. (4.41)

Déle pro strucnost zapisu polozme

a=(lz].ly]), b=(l=z]+1ly]), (4.42)
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c=(lz],lyl+1), d=(lz]+1,[yl+1).

Ae)

fd)
fAa)

Y fb)

y a b
¢ ,

Obr. 4.7: Bilinearni interpolace jasu

Necht symboly a, b, ¢, d oznacuji body, které jsou reprezentovany vektory a, b,
¢, d. Bilinedrni interpolace je popsana nasledujicim vztahem (obr. 4.7)

flx,y) = f(lz] +& y] +n) (4.43)
o fa) f©) 1] a—n)
= 5)’5]{f(b) f(d)H . }
(1 - fa) + €1 ) f(B) + (1 — E)nf(e) + Enf(d).

Poznamenejme, ze vztah (4.43) dava pro hodnotu f(x,y) tentyz vysledek jako
konvoluce s filtrem ry (2, y) dle vztahu (4.37). Vztah (4.43) mé ovSem velmi nazornou
interpretaci a také v programech jej lze velmi snadno realizovat.

P11 vyssich nérocich na kvalitu interpolace lze pozit interpolace bikubické (obr.
4.8). Vypocet lze provést pomoci vztahu

f(le] +& vl +n) = (4.44)
1o 1@ he e | | o
Y Y g2\1
[91(5)a92(5)793(f)a94(5)] fo(a)  fu(c) 0 0 g3(n)
fe(b) fu(d) O 0 94(n)

Funkce g1, g2, g3, g4 jsou definovany nasledujicimi vztahy (obr. 4.9)
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fe)
Ad)
(@)

UM

Obr. 4.8: Bikubicka interpolace jasu

gl(é) =1- 352 + 253’ 92(5) - 352 - 2537 (445)
g3(§) =€-28+8, w(lE) =-€+&.

21(©) (&)

/4 2(8)

00 1
24(8) T4

Obr. 4.9: Funkce ¢1(£), 92(€), 93(&), 94(§)

Hodnoty f,, f. jsou hodnoty derivaci (podle x resp. podle y) jasové funkce v od-
povidajicim bodé. Hodnoty derivaci nahradime diferencemi. Napft.

PR (CENTDESICEINC "

f = Ll Y =flab b=,
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Na krajich obrazu, kde nejsou hodnoty pozadované vztahem (4.46) k dispozici,
lze pouzit nesymetrickych diferen¢nich vzorci.

4.5 Kvantovani obrazovych signalt

Pti praktické reprezentaci signalt v pocitaci je ¢asto potirebné uchovavat jednotlivé
vzorky signdlu v proménnych s omezenym rozsahem (byte, slovo atd.). V takovych
pripadech provadime prevod skuteénych tirovni signdlu na hodnoty, které lze v pro-
ménné zvoleného typu uchovavat, coz nazyvame kvantovanim . Na konci fetézce
digitdlniho zpracovani je naopak ¢asto potifebné obraz na zakladé jeho kvantované
reprezentace opét zrekonstruovat tak, aby co nejlépe odpovidal obrazu teoretickému.
V tomto odstavci formulujeme uvedenou tlohu ponékud podrobnéji a naznacime
také jeji mozné Teseni.

Sr=r(q(/) —I

Obr. 4.10: Kvantovani jasu

Zvolme v obraze néjaky libovolny bod. Necht f je hodnota jasu v tomto bodé.
Predpokladejme, ze f vzdy nabyva redlnych hodnot a;, < f < ag, kde ar, an
znaci znamou dolni a horni mez jasu. Proménné, které pouzivame k uchovavani
vzorkil, necht umoznuji ulozeni celych ¢isel v rozsahu 0 az I — 1. Pfechod od realné
hodnoty f k celo¢iselné hodnoté ¢ € {0,1,...,I — 1} 1ze uskute¢nit podle predpisu
i = q(f), ktery nazyvame kvantovanim. Problémem je nalézt optimalni kvantovaci
funkci g. Kvantovaci funkce byva obvykle zkonstruovana nasledujicim postupem:
Zvolme I — 1 hodnot d;, i = 1,2,...,1 — 1, které interval (ap,ay) rozdéli na [
podintervalti. Predpokladejme, Ze plati d; < d;, 1 a zavedme déle oznaceni a;, =
= dy, ag = di. Kvantovaci funkce ¢q zobrazuje vsechny hodnoty jasu z intervalu
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(d;,d;+1) na celé ¢islo i. Problém nalezeni kvantovaci funkce se v tomto pripadé
redukuje na nalezeni I — 1 hodnot dy,ds,...,d;_1. Ozna¢me fg hodnotu jasu po
rekonstrukei. K rekonstrukei pouzijeme funkce fr = r(i). Rekonstrukéni funkce
r muze byt v praxi snadno realizovana tabulkou. Funkce r zobrazuje celoc¢iselnou
hodnotu ¢ na realnou hodnotu r;. V tloze o kvantovani hleddme pro dany rozsah
I a pro jistou tridu predpokladanych obrazovych signali hodnoty d; a r; tak, aby
rekonstruované hodnoty jasu v jistém smyslu co nejlépe odpovidaly jasu ptivodnimu
(obr. 4.10).

K tesSeni tlohy, kterou jsme praveé formulovali, miizeme pouzit stochastického pti-
stupu. Povazujme vzorek jasu za nahodnou proménnou s hustotou pravdépodobnosti
pe(2) (obr. 4.10, pripomenme, ze hodnota ps(z) dz udava pravdépodobnost jevu, ze
jas padne do intervalu (z,z + dz)). Ozna¢me f, fg ndhodné proménné popisujici
velikost ptivodniho a rekonstruovaného jasu. Hodnoty d;, r; nalezneme tak, aby byla
minimalizovdna kvantizaéni chyba e = E{(fg — f)?}. Uvedeny vztah vychdz{ z pred-
stavy, ze pro jasy, které se v obraze vyskytuji malo, lze tolerovat vétsi diferenci fg — f
nez pro jasy, které se vyskytuji casto. Pouzitim operace stfedni hodnoty je zajisténo,
ze se diference fr — f na celkové chybé podili imérné hustoté pravdépodobnosti jasu
pr. Upravami postupné dostévame

e = B{lfa -1} = B{lr(a(6)) — £} (4.47)

ag dit1

= bt - Fuea =3 [ - 2ne

arg, 7
Jestlize je pocet I urovni dostatecné velky, muzeme casto hustotu pravdépodob-
nosti pg(z) uvnitt jednoho kvantovaciho intervalu (d;, d; 1) povazovat za konstantni,

a to pe(r;), protoze zajisté bude d; < r; < d;y1. Ze vztahu (4.47) pak dostavame

I-1 dit1
e = pr(ri) /(7’Z —2)?dz (4.48)
=0 7
=
-3 pr(ri> [(di+1 — 1) — (d;i — Ti)S] :
i=0
Z podminky minima % = () stanovime
d; d;
ri = % (4.49)

Dosazenim vztahu (4.49) do (4.48) vyjde

I-1
1
e = E ;pf(ri)(di+1 + dz)g . (450)
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Optiméalni hodnoty trovni d; lze nalézt minimalizaci hodnoty e. ReSeni této
optimaliza¢ni ulohy je ponékud nepiijemné. V [14] se jako priblizné feSeni uvadi
vztah

a;

(a —av) [ [pe(2)]* dz

di = T +ar, kde a; = M + ar. (4.51)
J e dz
ar,

Ze vztahu (4.51) je ziejmé, ze jestlize je rozdéleni pravdépodobnosti rovnomeérné,
vychazi také rozhodovaci irovné d; rozmistény pravidelné.

Komplikace nastavaji v pripadé, kdy je pocet kvantovacich trovni maly, takze
hustotu pravdépodobnosti na kvantovacim intervalu nelze povazovat za konstantni.
V takovém piipadé neni mozné provést zjednoduseni pouzité ve vyrazu (4.48), ale
je nutné pracovat s vyrazem (4.47). Za povsimnuti stoji také problém kvantovani
v barevnych obrazech. Jak vime, je barva Casto reprezentovana trojici R, G, B in-
tenzit zdkladnich barevnych slozek. Vlivem kvantovani intenzity barevnych slozek
muze u barevnych obrazti dojit k nepresnostem nejen v intenzité, ale i v barevném
odstinu.
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Kapitola 5

Filtrace obrazovych signala

Filtrace je jednou ze zakladnich metod tpravy signdli (véetné signali reprezen-
tujicich obrazy) spocivajici v tpravé kmitoc¢tového spektra. V principu lze filtraci
provadét dvéma postupy: nerekurzivné a rekurzivné. Uvazujme prostor diskrétnich
signal. Nerekurzivni filtry vytvareji vystupni signal v kazdém bodé jako linedrni
kombinaci vzorkt signalu vstupniho. Impulzova charakteristika nerekurzivnich fil-
tri obsahuje vzdy jen kone¢ny pocet nenulovych hodnot, protoze jinak by je nebylo
mozné prakticky realizovat. Nerekurzivni filtry jsou proto také oznacovany jako fil-
try FIR (finite-extent impulse response). Rekurzivni filtry naproti tomu predepisuji
vztah mezi vstupnim a vystupnim signalem obecnéji: vystupni signal v kazdém bodé
je linearni kombinaci vzorkii nejen signalu vstupniho, ale také pravé urcovaného
signalu vystupniho. Jako rekurzivni lze realizovat také filtry, jejichz impulzova cha-
rakteristika obsahuje nekonecny pocet nenulovych hodnot. Rekurzivni filtry proto
také byvaji oznacovany jako filtry IIR (infinite-extent impulse response). Problema-
tice nerekurzivni i rekurzivni filtrace je vénovana tato kapitola. Kromé teoretickych
zakladt uvedeme také nékteré praktické metody navrhu filtrii, véetné metod vyuzi-
vajicich stochastického pristupu.

5.1 Nerekurzivni filtrace

Necht f(m,n) je diskrétni vstupni signal a h(m, n) necht je impulzova charakteristika
filtru. Nerekurzivni filtraci rozumime tpravu signalu podle predpisu

g(m,n) = f(m,n) * h(m,n). (5.1)
Provedeme-li Fourierovu transformaci rovnice (5.1), ziskdvame vztah
G(k,l) = F(k,1)« H(k,1). (5.2)

Z rovnice (5.2) je patrné, ze filtrace provadi dpravu frekvencéniho spektra signalu.
Tato predstava byva ostatné dosti ¢asto primarni. Casto pozadujeme, aby filtr mo-
difikoval frekvenc¢ni spektrum signalu jistym predepsanym zptsobem, tj. aby mél
jistou pozadovanou frekvenc¢ni charakteristiku.
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5.1.1 Realizace nerekurzivniho filtru v prostorové a frek-
vencni doméné

V praxi se vypocet filtrace provadi jak v doméné prostorové podle vztahu (5.1), tak
v doméné frekvenéni podle vztahu (5.2). Jednim z faktort, které ovliviuji volbu
postupu, je casova slozitost vypoctu. Uvedeme priklad casové rozvahy. Predpokla-
dejme, ze mame provést filtraci dle vztahu (5.1) a ze funkce f, h jsou nenulové
nad ¢tvercovymi oblastmi o rozmérech M x M a R x R bodi. Predpokladejme, ze
vstupni signal f i impulzova charakteristika A filtru jsou realné, coz byva v praxi
¢asto splnéno. Casovou slozitost budeme méfit po¢tem realnych nasobeni. Protoze
pti praktické realizaci konvoluce mame vypocitat M? hodnot a protoze vypocet
kazdé z nich vyzaduje R? nisobeni, dostdvdme pro ¢asovou sloZitost Cs filtrace re-
alizované v prostorové doméné vztah

Cs = M*R*. (5.3)

Pri provadeéni filtrace ve frekvencni doméné je treba provést Fourierovu transfor-
maci vstupniho signdlu, pak sou¢in na pravé strané vztahu (5.2) a koneéné zpétnou
Fourierovu transformaci. Predpokladame, ze frekvenéni charakteristiku H(k, ) po-
uzitého filtru zname predem a ze ji neni nutné pocitat. Protoze prechod od vztahu
(5.1) ke vztahu (5.2) predpoklada pouziti cyklické konvoluce, prevedeme vypocet
konvoluce linedrni (v praktickych aplikacich se konvoluce ve vztahu (5.1) dosti ¢asto
uvazuje linedrni) na vypocet konvoluce cyklické tak, jak jsme jiz difve popsali v od-
stavci 1.2.5. Zavedme oznaceni () = M + R — 1. Predpokladejme, Ze ¢asova slozitost
rychlé Fourierovy transformace je 3Q? log, Q /4 komplexnich ndsobeni - tj. 3Q%log, Q
nasobeni realnych (jedno nasobeni komplexni vyzaduje ¢tyfi ndsobeni redlnd). Cel-
kova casova slozitost C filtrace realizované ve frekvenéni doméné mérena poctem
realnych nasobeni tedy je

Cr = Q*(3log, Q + 4+ 3log, Q) = Q*(4 + 6log, Q) . (5.4)

Porovnanim vztaht (5.3) a (5.4) zjistujeme, ze provedeni filtrace ve frekvenéni do-
méné je vyhodnéjsi, jestlize plati

R> /41 6log, Q. (5.5)

Napr. pro Q = 1024 vychazi, ze filtrace ve frekvenéni doméné je pti uvedenych
kriteriich vyhodnéjsi pro R > 8.

5.1.2 Filtry s nulovou fazi

Upravu frekvencniho spektra intuitivné chapeme tak, ze se filtraci méni amplituda
jednotlivych frekvencnich slozek signalu, nikoli vsak jejich faze. Predpokladame tedy,
ze frekvencni charakteristika filtru je redlna (obecnéji muzeme na takovy filtr po-
hlizet jako na filtr, jehoz frekvencéni charakteristika ma nulové imaginarni slozky,
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a proto jej nazyvame filtrem s nulovou fazi). Opravnénost uvedeného pozadavku je
stvrzovana praktickymi zkuSenostmi - pfi zpracovani obrazu filtry, jejichz frekvencéni
charakteristika ma nenulové imaginarni slozky, lze subjektivné zaznamenat neza-
douci degradace obrazu. Podminku nulové faze filtru ve frekvenéni doméné miizeme
zapsat pomoci vztahu

H(k,1) = H*(k,1). (5.6)

S vyuzitim predpisu (2.42) pro Fourierovou transformaci odtud snadno ziskavame
podminku

h(m,n) = h*(—m,—n). (5.7)

Vidime tedy, ze podminka nulové faze frekvenc¢ni charakteristiky filtru vyzaduje,
aby impulzova charakteristika filtru byla centrovana kolem pocatku podle vztahu
(5.7). Pri filtraci obrazu je nékdy mozné volit impulzovou charakteristiku filtru na
zakladé intuice. I v takovém pripadé lze ovSem z vysSe popsanych duvodi doporucit
respektovani vztahu (5.7).

5.1.3 Navrh filtru s vyuzitim vyrezové funkce

Casto chceme v prostorové doméné realizovat filtr, jehoz pozadovanou impulzovou
charakteristiku (oznac¢me ji napt. i(m,n)) sice zndme, avsak jeji praktické pouziti je
nevyhodné, protoze je nenulova nad prilis rozsahlou oblasti, coz by vedlo k vysoké
¢asové slozitosti vypoctu. V téchto pripadech lze vytvorit aproximaci h(m,n) idealni
impulzové charakteristiky i(m,n) jejim zkracenim pomoci vyrezové (okenni) funkce
w(m,n) podle predpisu

h(m,n) = i(m,n)w(m,n). (5.8)

Navrh filtru nyni spociva ve volbé vhodného typu vyrezové funkce w a ve volbé
velikosti vyTezu tak, aby se vlastnosti filtru dostatecné shodovaly s vlastnostmi po-
zadovaného filtru idealniho. Pti volbé vytezové funkce se zpravidla pozaduje splnéni
nasledujicich vlastnosti:

w(m,n) = w*(—m, —n), (5.9)

w(m,n) = wy(m)wy(n). (5.10)

Misto separability dle vztahu (5.10) muze byt nékdy pozadovéana funkce rotacné
symetrickd, coz je zajisténo predpisem

w(m,n) = wy (W) : (5.11)

Splnéni uvedenych vlastnosti vétsinou usnadnuje realizaci nasledného vypoctu. Spl-
néni vlastnosti (5.9) je predpokladem pro vytvoreni filtru s nulovou fazi. Separabilita
funkce podle (5.10) uleh¢uje napt. vypocet Fourierovy transformace. Je totiz

F{w(m,n)} = F {wi(m)wa(n)} = .F {wi(m)} F {wa(n)} = Wi(k)Wa(l). (5.12)
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V praxi se pouziva mnoha typu vytrezovych funkeci. Zde uvedeme pouze nékteré z nich
(dale uvedené funkce mohou byt pouzity na misté funkei wy, wsy, wp; @ oznacuje
velikost vyfezu):

Obdélnil:
w(n) :{ ; nf<@ (5.13)

, jinak
Barlettova funkce:

w(n) = { <1 _0%) ’ |7;1!n2kQ ; (5.14)

Hanningova funkce:

w(n) = { 3 [1 o+ cos (”%ﬂ ;<@ (5.15)

obdélnik 1

Hanning

Barlett |

-0 | 0 | 0

Obr. 5.1: Pribéhy nékterych vytezovych funkei

Pribéhy uvedenych funkci jsou znédzornény na obr. 5.1. Pribéh frekvenéni charak-
teristiky % {i(m, n)w(m,n)} lze pouzit pro posouzeni kvality filtru. Uplatnime-li na
obé strany rovnice (5.8) Fourierovu transformaci, pak pro frekvenéni charakteristiku
ziskdme vztah

H(k, 1) = I(k, 1)« W(k,I), (5.16)

kde I je frekvencni charakteristika idealniho filtru a W je Fouriertiv obraz vytezové
funkce.

5.1.4 Navrh optimalniho filtru

V tomto odstavci se budeme vénovat praktické metodé navrhu impulzové charakte-
ristiky h(m,n) filtru. Uvazujme obrazy rozméru M x N. Teoreticky m4 tentyz roz-
mér i impulzova charakteristika filtru. Budeme vSak pozadovat, aby hodnoty h(m,n)
byly nenulové jen nad zvolenou a relativné malou oblasti, coz je nezbytné z hlediska
dosazeni prijatelné ¢asové slozitosti vypoctu pomoci konvoluce v prostorové doméné
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(z podkapitoly 1.2.5 vime, zZe je pak vyhodné nenulové hodnoty impulzové charak-
teristiky filtru vhodné preskladat a odpovidajicim zptisobem modifikovat prakticky
predpis pro vypocet konvoluce). Oznac¢me 2 mnozinu dvojic (m,n), kde maji byt
hodnoty h(m,n) nalezeny. Predpokladejme, ze Q je obdélnikovou oblasti rozméru
R x S. Déale predpokladejme, Ze zname pozadovanou frekvencéni charakteristiku fil-
tru. Této idealni frekvencni charakteristiky patrné nebude mozné s ohledem na diive
zavedené omezeni dosdhnout presné. Necht [ je idedlni a H skutecna frekvencni cha-
rakteristika filtru (obé charakteristiky predpokladdme redlné). Nalezeny filtr bude
tim lepsi, ¢im mensi bude chyba

M-1N-1

e= > Wi lH(kD) —I(k,D), (5.17)

k=0 1=0
kde Wy, jsou vahové konstanty zohlednujici vyznam diléi chyby pro jednotlivé frek-
vencni slozky. Tyto konstanty volime. Vidy vsak musi byt Wy ; > 0. Za optimalni
povazujeme takovy filtr, ktery minimalizuje hodnotu chyby . Rozvedme nyni nazna-
¢eny postup ponékud podrobnéji. Fouriertiv obraz impulzové charakteristiky filtru
(tj. skutecnou frekvenc¢ni charakteristiku) zapiseme ve tvaru

R—15-1
H(k,1) =" h(r,s)®g(r,s) (5.18)
r=0 s=0
kde L l
Dy, i(r, s) = exp {—jQﬂ' (TM + Sﬁ)} . (5.19)
Dosazenim vztahu (5.18) do (5.17) dostavame
M-1N-1 R—15-1 2
g = Wk,l [ h(T, S)Qk,l(r, S) - ](]{7, l)] . (520)
k=0 [=0 r=0 s=0
Pro nalezeni extrému polozime
Oe _
Oh(m,n) 0’
(m=0,1,....,.R—1, n=0,1,...,5 - 1). (5.21)

Po tpravach zjistujeme, ze hledané hodnoty h(r, s) jsou fesenim soustavy linedrnich
roviic

R-15-1
Z Am’n(’/’, S)h’(T? S) - Bm,n ) (522)
r=0 s=0
kde
M-1N-1
Apn(r,s) = Z Z Wi ®@ru(r, $)Pra(m, n),
=0 1=0
M-1N-1
Bm,n = Wk,ll(ka l)®k,l<m7 n) :
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5.2 Rekurzivni filtrace

V pripadé rekurzivni filtrace je vystupni signal g svazan se vstupnim signdlem f
prostiednictvim vztahu

b(m,n) * g(m,n) = a(m,n) * f(m,n), (5.23)

kde b, a jsou diskrétni funkce, které rekurzivni filtr popisuji. Necht je hodnota b(0, 0)
nenulova. Beze ztraty na obecnosti predpokladame, ze b(0,0) = 1. Rozepsénim kon-
voluce ze vztahu (5.23) snadno ovérime, ze plati

g(m,n) =a(m,n) x f(m,n) + c(m,n) x g(m,n), (5.24)

kde funkce ¢ je definovana takto

0, m=0,n=20
c(m,n) = { —b(m,n), jinak (5.25)
Fourierovou transformaci rovnice (5.23) obdrzime vztah
A(k,1

kde A, B, F, G jsou Fourierovy obrazy funkci a, b, f, g. Vidime, ze frekvencni
charakteristika rekurzivniho filtru je H(k,l) = A(k,1)/B(k,1).

Motivaci pro pouziti rekurzivni filtrace je zpravidla to, ze rekurzivni filtr muze
N,, Ny jsou rozméry oblasti, nad nimiz funkce f, a, b nabyvaji nenulovych hodnot
(pro jednoduchost nyni predpokladdme, ze vSechny oblasti maji ¢tvercovy tvar).
Z vyrazu (5.24) je zfejmé, ze ¢asova slozitost rekurzivni filtrace pri pfimém vypoctu
je (detailnéji je postup vypoctu popsan v nasledujici podkapitole)

Cr = N*(NZ+N;) . (5.27)

Rekurzivni filtr je tedy vyhodny tehdy, jestlize se funkce a, b podafi navrhnout tak,
aby rozméry N, N, byly malé (mensi nez rozmér oblasti, nad niz nabyva nenulovych
hodnot funkce h nerekurzivniho filtru srovnatelnych vlastnosti). Poznamenejme, ze
hodnoty N,, N, mohou byt u rekurzivniho filtru konecné i tehdy, jestlize je impulzova
charakteristika filtru nenulova nad nekonec¢nym poctem bodii.

5.2.1 Realizace rekurzivniho filtru prfimym vypoctem

Ze vztahu (5.24) vidime, ze k tomu, aby bylo mozné provést vypocet hodnoty g(m,n)
vystupniho pole, je nutné diive znat ty hodnoty pole g, pro které jsou odpovidajici
hodnoty funkce ¢ nenulové. Vypocet je proto zadouci zorganizovat tak, aby hod-
noty g byly ziskavany v potfebném poradi. Je ovSem ziejmé, ze pro nékteré funkce
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¢ nebude existovat zadné poradi, které by primy vypocet umoznilo (pozdéji vsak
uvidime ze, takové filtry mohou byt vyéislitelné itera¢nim postupem). Na obr. 5.2
jsou ilustrovany oba pripady. Je zde vyznacen tvar oblasti, nad niz funkce ¢ nabyva
nenulovych hodnot, a také mozné sméry postupu pti vypoctu. Plnym kruhem je
vyznaceno misto, pro které je hodnota g(m,n) vystupniho pole v daném okamziku
urcovana.

o o Q| —= o o @ —=
o o o o o o o o
o o o o o o o o
a)
(o] (o] o o o (o] o (o]
o o o o o o o o
o o @ o o o o ©
(o] (o] o o o (o] o (o]
(o] (o] o o o (o] o (o]
b)

Obr. 5.2: a) Funkce ¢(m,n) umoznujici pfimy vypocet, b) neumoziujici pfimy vy-
pocet

Pro ,nastartovani“ vypoctu rekurzivniho filtru je treba mit pfedem k dispozici
neékteré hodnoty vystupniho obrazu g. Tyto hodnoty maji vyznam okrajovych pod-
minek. Pozadujeme-li filtr linearni, pak je nutné jako okrajové podminky zadavat
pouze hodnoty 0. Toto tvrzeni vyplyva z jednoduché tvahy: Necht & je uvazovany
rekurzivni filtr. Predpoklddejme, ze filtr & je linearni. Plati proto

O{af(m,n)} =a0{f(m,n)}. (5.28)

Polozime-li v (5.28) a = 0, konstatujeme na zdkladé uvedeného vztahu, ze v pripadé
linearniho filtru nulovému vstupnimu obrazu nutné odpovida také nulovy obraz vy-
stupni. Pti volbé nenulovych okrajovych podminek by zde obecné doslo ke sporu:
nulovému vstupnimu obrazu by odpovidal nenulovy obraz vystupni, a proto by filtr
O nebyl linearni. Ani poloha bodti, ve kterych zadavame okrajové podminky, ne-
muze byt volena libovolné. Okrajové podminky, 1ze zadavat pouze v téch mistech,
kde hodnotu vystupniho pole neuréuje vyraz (5.24). Obr. 5.3 ukazuje priklady mist,
v nichz se zadavaji okrajové podminky, pro rtizné tvary oblasti, nad niz je funkce ¢
nenulova.

Na rozdil od nerekurzivnich filtrii, které jsou vzdy stabilni, je u filtra rekurziv-
nich nutno sledovat problémy stability. Jestlize je filtr nestabilni, pak se v pribéhu
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Obr. 5.3: Priklady okrajovych podminek pro ruzné funkce c¢(m,n)

vypoctu mohou sitit zaokrouhlovaci chyby a pripadné Sumy vstupniho pole a dosa-
hovat vysokych hodnot. Tento problém byl v minulosti detailné studovan, ale jeho
podrobnéjsi diskuse by presahla ramec tohoto textu. V pripadé zajmu proto ¢tenare
odkazujeme napf. na praci [9].

5.2.2 Realizace rekurzivniho filtru iteracnim vypoctem

V predchozim odstavci jsme vysvétlili, ze ma-li oblast, nad niz funkce b, ¢ naby-
vaji nenulové hodnoty, vhodny tvar, pak lze rekurzivni filtraci realizovat pifimym
vypoctem. Ne vSechny filtry jsou ovsem takto realizovatelné. Piimy vypocet nelze
uplatnit tehdy, jestlize by pro vypocet hodnoty g(m,n) bylo zapotiebi hodnot v téch
mistech vystupniho pole, kde zatim nebyly vypocteny. V téchto pripadech lze vsak
pouzit iteracniho postupu. Na zdkladé vztahu (5.24) se pro vypocet g(m,n) nabizi
iteracni predpis

gi(m,n) = a(m,n) * f(m,n) + c(m,n) * gi_1(m,n), (5.29)

kde g;(m,n) znamend hodnotu v i-tém itera¢nim kroku. Pro zahdjeni itera¢niho
pochodu volime go(m,n) = 0. Opravnénost itera¢niho postupu popsaného vztahem
(5.29) je ovSem samoziejmé nutné dolozit studiem konvergence. Ackoli predpokla-
dame, ze samotny vypocet filtrace bude provadén v prostorové doméné, analyzu kon-
vergence provedeme v doméné frekvenéni. Fourierovou transformaci vztahu (5.24)
obdrzime

G(k,l) = Ak, )F (k1) + C(k, ))G(k,1), (5.30)
kde C' je Fourierovou transformaci funkce c. Z (5.30) dostaneme déle vztah
A(k, 1)
k) = ————=F(k,I). 31

Fourierovou transformaci rovnice (5.29) ziskame

Gi(k,1) = A(k, ) F(k,1) + C(k,1)Gi_1(k,1) . (5.32)
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Odtud mame

Gi(k,)) = Ak, DF(k,1), (5.33)
Golk, 1) = Ak, DF(k,D)[1+Ck,1)] (5.34)

Go(k,l) = A(k,)F(k,1) nz Ci(k,1) .

S vyuzitim identity

; ik, 1) = %’M | (5.35)

za predpokladu, Ze |C(k,1)| < 1, a s uplatnénim vztahu (5.31) dochézime v pripadé
nekonecného poctu iteracnich krokt k nasledujicimu zavéru

. B 1=k Ak, D) B
lim G (k,0) = Ak, DF (k. 1) lim ~— ST I C(kj’l)F(k,l) - G(k:,(l5) .36)

Vidime tedy, ze jestlize plati |C(k,1)| < 1, pak itera¢ni proces konverguje k presnému
feSeni. Poznamenejme vsak, ze uvedena podminka je zbyteéné prisna. Podrobnéjsi

analyzou bylo totiz dokazano, ze iteracnim postupem lze realizovat kazdy stabilni
filtr [9].

5.2.3 Navrh rekurzivniho filtru

Névrhem rekurzivniho filtru rozumime stanoveni funkci a(m,n), b(m,n) tak, aby
mél filtr pozadované vlastnosti. Vychozimi tidaji pro navrh mtze byt napt. néjaky
vstupni signal f(m,n) a pozadovand odezva d(m,n) filtru na tento signal (piikla-
dem je realizace filtru se zadanou impulzovou charakteristikou). Nazna¢me postup
takového navrhu. Aby casova slozitost filtrace byla co nejmensi, pozadujeme, aby
funkce a, b mély nenulové funkéni hodnoty jen v malém poctu bodu. Necht g(m,n)
je skutecnd odezva filtru na funkci f(m,n). S ohledem na predchozi pozadavek se
bude skuteéna odezva lisit od odezvy pozadované. Uhrnné kvadratickd chyba filtru
v prostorové doméné pak je

€= Z Z [g(m,n) — d(m,n)]*. (5.37)

Funkce a(m,n), b(m,n) stanovime minimalizaci funkcionédlu (5.37). Analogicky po-
stup muzeme realizovat také ve frekvenéni doméné. Uhrnné kvadraticka chyba filtru
ve frekvencni doméné je

2

e=> Y [Gk)=DEDP =) "> [%F(k, )= D(D| . (5.38)
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Mizeme také zavést funkci Wy, ; vyjadiujici vahu chyby pro jednotlivé frekvence. Pro
chybu pak mame vztah

2

ew=>_> Wiy [%F(k, ) — D(k, )| . (5.39)

Y

Poznamenejme na zavér, ze at jiz pouzijeme navrhu v doméné prostorové nebo frek-
vencni, jsou rezultujici ilohy minimalizace nelinearni, a proto je zde zapotiebi pouzit
numerického reseni.

5.3 Obecny model degradace a rekonstrukce ob-
razu

Pti snimani obrazu ¢asto dochdzi k jeho rtuznym poskozenim (degradacim). Obraz
muze byt napt. zasumély, neostry atd. Pokud je to mozné, byva obvykle zadouci tyto
degradace korigovat. Korekce byva dosti casto realizovana filtraci. Klicovou otazkou
je volba vhodného filtru. K jeho nalezeni je nejprve vhodné zavést model degradace
obrazu. Oznac¢me f; vstupni neposkozeny obraz. Obraz f; neni ovSsem k dispozici.
Dostupny je misto néj pouze obraz poskozeny, ktery oznac¢ime fp. Predstavujeme
si, ze degradace je zpusobena néjakym operdtorem (oznacme jej Z) a déle si pred-
stavujeme, ze dochdzi k degradaci aditivnim Sumem (oznacme jej v). Je tedy

fo=2{fi}+v. (5.40)

Ukolem rekonstrukce obrazu je nalézt rekonstrukéni operétor Z tak, abychom jeho
aplikaci na obraz fp obdrzeli obraz (oznac¢me jej fr), ktery je co mozna nejblizsi
obrazu fi. Mame tedy

fe =%} = Z{D{i} +v} . (5.41)

Ze vsech moznych operatort zvolime za operator Z ten, ktery dava minimalni hod-
notu chyby
e=|lfr = All- (5.42)

Predpokladejme nyni, ze degradacni operator Z je linearni a invariantni vaci
posuvu. Jeho impulzovou a frekven¢ni charakteristiku oznacme hp, Hp. Také re-
konstrukéni operdtor Z predpoklddéme linedrni a invariantn{ vici posuvu. Ukolem
je nalézt impulzovou charakteristiku hg nebo frekvenéni charakteristiku Hg rekon-
strukéniho operatoru Z tak, aby byla minimalizovdna chyba ze vztahu (5.42). Za-
pisme rovnice (5.40), (5.41) pomoci konvoluce. Mame

fo(m,n) = fi(m,n) * hp(m,n) +v(m,n), (5.43)

fr(m,n) = [fi(m,n) x hp(m,n) +v(m,n)| * hg(m,n). (5.44)



5.4 Inverzni filtrace 67

Provedeme-li Fourierovu transformaci uvedenych vztaht, dostaneme
Fo(k,l) = Fy(k,))Hp(k, 1) + V (k1) . (5.45)
Fr(k,l) = [Fi(k,))Hp(k, 1) + V(k,1)] Hr(k,1) . (5.46)

5.4 Inverzni filtrace

O inverznim filtru hovorime tehdy, jestlize frekvencni charakteristiku rekonstruke-
niho operatoru Z zvolime ve tvaru

1
Hg(k,l) = ———. 4
R( ) ) HD(]{?,Z) (5 7)
Dosazenim vztahu (5.47) do (5.46) zjistujeme, ze plati
V (k1)
Fr(k, 1) = Fi(k,l) + ————~. 4
R( ) ) I( ) )+ HD(]{?7Z) (5 8)
Inverzni Fourierovou transformaci pak obdrzime
[ V(K D)
= F b 4
fr(m,n) = film,n) +.Z {HD(k?, i } (5.49)

Ze vztahu (5.49) vidime, ze pokud by obraz fp nebyl degradovan Sumem, pak by
inverzni filtr poskytl obraz, ktery je shodny s neposkozenym vstupnim obrazem fi. Za
pritomnosti Sumu se ovSem obrazy fr a f; lisi. Odchylka je popsdna druhym ¢lenem
na pravé strané rovnice (5.49). Je zrejmé, ze vliv Sumu roste s tim, jak klesaji hodnoty
Hp(k,l). Protoze u vétsiny degradaci jsou hodnoty Hp(k,l) odpovidajici vyssim
frekvenénim slozkdm, kde vliv Sumu zejména ocekdvame, malé (obraz je obvykle
rozosttovan tim, zZe jsou potlaceny vyssi frekvence), dochazi pouzitim inverzniho
filtru casto k nezddoucimu zdiraznéni sumu. Jinym praktickym problémem je, ze
frekvenéni charakteristiku degrada¢niho operatoru mnohdy nezndme presné. Casto
je nutné spokojit se s pouhym odhadem.

5.5 Wieneruv filtr ve frekven¢éni doméné

V této podkapitole vyuzijeme k nalezeni rekonstrukéniho filtru stochastického pri-
stupu. Ukazeme odvozeni tzv. Wienerova filtru ve frekvenéni doméné. Predpokla-
ddme, ze fi(m,n), fp(m,n), fr(m,n) jsou homogenni ndhodnda pole rozméru MxN
reprezentujici postupné idealni, degradovany a rekonstruovany obraz a ze v(m,n)
je ndhodné pole rozméru MxN, které reprezentuje aditivni Sum. Také odpovida-
jici Fourierovy obrazy Fi(m,n), Fp(m,n), Fr(m,n), V(m,n) jsou ndhodné pole
rozmeéru MxN. Pro zestruc¢néni polozme

fA(m,n) = fr(m,n) — fi(m,n), (5.50)
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Fa(k 1) = 7 {fa(m,n)} = Fr(k,l) — Fi(k,1). (5.51)
Rekonstrukéni filtr nalezneme minimalizaci chyby

=E { z_: Z_: ]fA(m,n)P} : (5.52)

m=0 n=0

Podle Parsevalova teorému (2.63) ovsem plati

— E{Z_ 2 fa(m, n)|2} = E{Z_ z_: |FA(I<:,Z)]2} : (5.53)

m=0 n=0 k=0 (=0

Fa(k, 1) vyjadiime dosazenim vztahu (5.46) do vztahu (5.51). Dostaneme
Fa(k,l) = [Fi(k,l)Hp(k, 1) + V(k, )] Hr(k,1) — Fi(k, 1) . (5.54)

Uvéazime-li, ze |Fa(k,1)]* = Fa(k,)Fi(k, 1), pak ze vztahu (5.53) mdme

:E{ ZlFAkZF* k;l)}. (5.55)

Frekvencni charakteristiku Hg rekonstrukcéniho filtru ur¢ime z podminky

Oe
8I—IR (Ta 3)

g

ZM

:Oa T:Oa]~7-"7M_17 SZO?]‘?"'?N_l' (556)

Ze vztahu (5.55) mame

O pemgly IF, (k1)
OHn(r,5) {kz:: z; { Fak,l) + Falk,l) aHR(r,s)”

0 OFx (1, s) } '

B {aFA(h o OHr(r,s)

I (. s) ATy s) + Fa(r,s)

(5.57)
Predpokladejme, ze nahodna pole f;, v jsou nekorelovana. Uplatnénim vysledku
z podkapitoly 3.6 1ze snadno ukézat, ze pole Fy(k,[l) a V(k,[) jsou proto také neko-
relovand, z ¢ehoz vyplyva E{F(k, )V (k, 1)} = E{F1(k, ) }E{V(k,[)}. Déale predpo-
kladejme, ze E{v(m,n)} = 0. Odtud plyne, ze E{V(k,l)} = 0. Dosadime-li do
vztahu (5.57) vztah (5.54), polozime-li E{Fi(k,)F{(k,)}/\/(MN) = Gy (k,1),
E{V(k,)V*(k,1)}/\/(MN) = Gy, (k,1), pak po tpravich dostaneme pro rekon-
strukéni filtr predpis

Gflfl (T’ 3)
|HD(T’ S)|2Gf1f1(r> S) + GVV(Tv 3) '

Hg(r,s) = Hj(r, s) (5.58)

Poznamenejme, ze Gy, je vykonova spektralni hustota vstupniho nedegradovaného
signalu a Gy, je vykonova spektralni hustota Sumu (viz. vysledek prikladu 3.1).
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Kapitola 6

Bodové, algebraické a geometrické
operace s obrazy

V praxi se Casto uplatnuji operace, pri nichz se modifikuje jas (pfipadné intenzita
barevnych slozek) tak, ze jas vysledného obrazu v kazdém bodé je néjakou funkei jasu
puvodniho obrazu v témze bodé. Takové operace nazyvame operacemi bodovymi.
Do operaci algebraickych vstupuji zpravidla dva obrazy. Vysledny obraz se ziskava
tak, ze se jasy ve stejnolehlych bodech vstupnich obraz sc¢itaji, odcitaji, nasobi
nebo déli. Na rozdil od bodovych a algebraickych operaci méni operace geometrické
tvar a rozméry obrazu. O uvedenych tridach operaci pojedname v této kapitole
podrobnéji.

6.1 Bodové operace

Necht f(x,y) je obrazova funkce (jasova funkce) popisujici vstupni obraz a g(z,y)
obrazova funkce popisujici obraz vystupni. Bodovou operaci rozumime transformaci
obrazu podle predpisu

g(z,y) = ¢[f (z,y)] . (6.1)

Ze vztahu (6.1) je zfejmé, ze bodové operace vytvareji vystupni obraz tak, ze
bodu o soufadnicich (z,y) pritadi hodnotu jasu, kterd je néjakou funkei ¢ jasu
vstupniho obrazu v bodé o stejnych souradnicich. Divody pro provadéni bodovych
transformaci mohou byt rozmanité. Uvedme nékolik piiklada: Citlivost prvki, které
se pri snimani obrazu pouzivaji casto neni linearni. Pri fotometrické kalibraci kom-
penzujeme bodovou operaci nelinearitu snimaciho prvku. Podobna je i situace na
vystupu Tetézce zpracovavajiciho obraz, kde bodovou operaci miuzeme kompenzovat
nelinearitu displeje. V systémech pro zpracovani obrazu je jednou z nejpouzivanéj-
sich operaci bodova operace provadéjici zménu rozsahu nebo pribéhu jasu.

Predpokladédme, ze jas (oznac¢me jej u) vstupniho obrazu muze nabyvat hodnot
z intervalu (Umin, Umax) & pozadujeme, aby hodnoty umin, Umax byly transformovany
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ou) /

a) b) ©) | d)
o(u) V V j - -
u
e) f) g h)
Obr. 6.1: Piiklady funkei realizujicich bodové operace: a), b) linearni funkce dle

vztahu (6.3), ¢) funkce po ¢astech linearni, d) kvadratickd parabola (6.4) (¢ = 1),
e), f) kubicka parabola (6.5), g), h) exponencialni funkce (6.6) (y =3, v =1/3)

na hodnoty vy = @(Unmin), V2 = ©(Umax), Které povazujeme za znamé. Zavedme
hodnotu & vztahem

€= _% 7 Umin (6.2)

Umax — Umin
Jako priklady funkei ¢(&) realizujicich bodovou transformaci 1ze uvést napf. na-
sledujici funkce:

p(§) = v1 +&(v2 —v1), (6.3)

(&) =v1+ [+ (1= &)] (v2 — 1), (6.4)

p(&) = (1 =38 +28%)v1 + (£ — 28 + €)1 4+ (38 — 28%)v2 + (- + &)y, (6.5)

(&) =v1 + & (va — 1) (6.6)

kde v] = @' (U)|uzupis Vo = @' (U)|umuma, @ ¢y jsou konstanty zvolené tak, aby bylo
dosazeno zadaného prubéhu funkce . Priklady pribéht funkei jsou uvedeny na obr
6.1.

6.1.1 Vliv bodovych operaci na histogram jasu

Nejprve uvedeme obecné uvahy tykajici se histogramu jasu . Uvazujme diskrétni
obrazy s jasem popsanym celymi ¢isly. Obraz je definovan nad oblasti sestavajici
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z N bodi. Necht N, oznacuje pocet bodi, jejichz jas je pravé z. Pro histogram
(oznacme jej H) jasu pak mame H(z) = N,. Probirejme postupné jednotlivé body
obrazu a vysetfujme jejich jas. Na hodnotu jasu muzeme pohlizet jako na nahodnou
proménnou (ozna¢me ji b). Hodnota p(z) = H(z)/N = N,/N udavéa pravdépodob-
nost jevu, ze jas bodu je pravé z. Je ziejmé, ze H(z) = Np(z). Poznamenejme, ze
pro hodnotu p(z) byva téz nékdy pouzivano ndzvu normalizovany histogram. Pro
teoretické ivahy je vyhodné zavést odpovidajici pojem také pro spojité obrazy s re-
alnymi hodnotami jasu. Necht #{z < b £ z+ Az} oznacuje pravdépodobnost jevu,
ze jas bodu nabyva hodnoty z intervalu (z, z+ Az), . necht je plocha celého obrazu
a.{z <b = z+ Az} necht je plocha téch jeho ¢asti, kde jas nabyva hodnoty z in-
tervalu (z, z + Az). Ve spojitém piipadé ma p(z) vyznam hustoty pravdépodobnosti

P{z<bZz+ Az} lim L {z<bz+ Az}

p(z) = Alirilo Az Az—0 SNz (6.7)
y
v=0(u)
v+Av
Ay
pg(V) u
pf(u) \
u utAu

Obr. 6.2: Vliv bodovych operaci na histogram obrazu

VysSetiujme nyni, jak se histogram jasu méni vlivem bodovych operaci. Uvazujme
spojité obrazy s realnymi hodnotami jasu. Predpoklddejme, ze hustota pravdépo-
dobnosti jasu vstupniho obrazu f je zndma (oznacme ji py) a ze na obraz f byla
aplikovana bodova operace popsand rovnici (6.1). Ukdzeme, jak lze stanovit hus-
totu pravdépodobnosti jasu vystupniho obrazu g (oznac¢me ji p,). Necht u, v znaci
vstupni resp. vystupni jas. Je tedy v = ¢(u). Predpokladejme, Ze ¢ je bijekci, a ze
lze proto konstruovat inverzni funkci u = ¢~!(v). UvaZujme interval (u,u + Au)
vstupnich jast. Tomuto intervalu odpovida interval (v, v+ Av) = (p(u), p(u+ Au))
jasti vistupnich (obr. 6.2). Reknéme, e ve vstupnim obraze méla jistd plocha obrazu
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jas z intervalu (u,u + Au). Po transformaci bude mit tatdz plocha jas z intervalu
(v,v + Av). Vzhledem ke vztahu (6.7) proto mame

v+Av u+Au
/ py(2) dz — / py(z)dz. (6.8)

Jestlize jsou hodnoty Au, Av dostatecné malé, pak mizeme na zakladé vztahu
(6.8) také psat

Pg(v)Av = py(u)Au. (6.9)

Odtud ziskdme pro vypocet hustoty pravdépodobnosti p,(v) predpis

) ) prle)
Pl) = Mojaa = )~ e (6.10

Priklad 6.1. Predpoklddejme, Ze jasy vstupniho obrazu jsou nezéporné (u=0) a ze
hustota pravdépodobnosti jasu vstupniho obrazu je popsana vyrazem

2 2
pr(u) = ﬁexp(—u )

Obr. 6.3: Hustoty pravdépodobnosti jasu z prikladu 6.1
Vystupni obraz je definovan vztahem

g(z,y) = f*(2,y) .

Uréime hustotu pravdépodobnosti jasu vystupniho obrazu. Mdme v = ¢(u) = u?,
u = o~ (v) = y/v. Podle vztahu (6.10) pak pro hledanou hustotu dostavame
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6.1.2 Vyrovnani histogramu

Vyrovnanim histogramu rozumime provedeni takové bodové operace, kterd zajisti
rovnomérné rozlozeni hustoty pravdépodobnosti jasu vysledného obrazu. Duvody
k provedeni operace mohou byt nésledujici: 1) Vyrovnani muze vést ke zlepseni
kvality obrazu subjektivné vnimané pozorovatelem. 2) Vyrovnani muze byt pouzito
jako transformace zajistujici normalizované jednotné podminky pred dalsim zpraco-
vanim obrazu (napf. pred segmentaci a rozpoznanim). (Poznamenejme, Ze pro jistou
tridu obraz muze vsak vyrovnani histogramu vést naopak i ke zhorseni subjektivné
vnimané kvality. Jako priklad uvazte napf. obraz vznikly naskenovanim vykresu ob-
sahujiciho ¢erné Cary na bilém podkladé.) Zaméime se nyni na problém stanoveni
funkce ¢ ze vztahu (6.1) tak, aby rozlozeni pravdépodobnosti p, bylo rovnomérné.
Uvahy se zjednodusi, jestlize budeme predpokladat, Ze jas vstupniho i vystupniho
obrazu je reprezentovan realnymi ¢isly (obr. 6.4a). Z podminky rovnomérného roz-
lozeni hustoty pravdépodobnosti mame py(v) = 1/(Umax — Umin). Pouzitim vztahu
(6.10) pak dostaneme

! - pf<u> == u)\v — Umi
¢'(v) = ) = Py () (Vmax — Vmin) - (6.11)
Odtud
o(u) = / ¢©'(2)dz = (Vmax — Vmin) / pr(z)dz. (6.12)

Protoze je podle predpokladu hustota ps(z) znama, je vztah (6.12) predpisem pro
vypocet hledané funkce ¢. Jestlize jsou jasy reprezentovany celymi ¢isly, je zapotiebi
nekolik dalsich upresnéni. Zamérme se nejprve na pripad, kdy je celymi cisly repre-
zentovan pouze jas vystupniho obrazu. Mdme tedy v € {Umin, Umin + 1, - - -, Vmax -
Jasy vstupniho obrazu jsou realné. Funkce ¢ ma v tomto ptipadé stupnovity tvar
(obr. 6.4b). Pro z € (uy, uy11) plati ¢(z) = v. Problémem je stanovit pro jednotlivé
hodnoty v odpovidajici hodnoty wu,. S prihlédnutim ke skutecnosti, ze v tomto pii-
padé je py(v) = 1/(Vmax — Vmin + 1), dostdvame z podminky rovnomérného rozdéleni
pravdépodobnosti pro hodnotu w, (Vmin = v = vnpax) nasledujici rovnici

Uy

i = /pf(z)dz. (6.13)

(Umax — Umin + 1)

Umin

Jestlize je celymi ¢isly reprezentovan jas jak vystupniho tak i vstupniho obrazu,
pak je funkce ¢ diskrétni. Stejné jako v predchozim ptipadé, je i zde problémem
stanovit pro jednotlivé hodnoty v odpovidajici hodnoty w,. Hledanou hodnotu w,
lze urcit jako nejmensi hodnotu, pro kterou je splnéna nerovnost
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" v=0()
u
Pg(V) p f(u)/\
a)
v =
N v=(p(u)
pe) u
pr(u) __—
/

b)

Obr. 6.4: Vyrovnani histogramu jasu

U — Umin
(Urnax — Umin + 1)

S Z py(2). (6.14)

Z=Umin

Jak z uvedeného postupu vyplyva, nelze v pripadé, kdy je celymi cisly repre-
zentovan jas vystupniho i vstupniho obrazu, dosahnout vyrovnani histogramu zcela
presné. Histogram je vyrovnan pouze priblizné.

6.2 Algebraické operace s obrazy

Necht fi(z,y), fa(z,y) jsou znamé obrazy. Algebraickou operaci rozumime postup,
kdy je vysledny obraz g(z,y) ziskavan pomoci nékterého z nésledujicich vztahu:

g(x,y)Zfl(x,y)—f—fg(x,y), (615>
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g(at,y) :fl(xvy)_f2<x7y)7 (616)
g(I,y) :fl(l',y) ng(l‘,y), (617>

Uvedme nékolik priklad, kdy mohou byt algebraické operace pouzity v praxi:
Pti snimani kamerou je nékdy vlivem nedokonalosti objektivu obrazek uprostted
svétlejsi a na krajich (nejvice v rozich) tmavsi. Uvedenou vadu objektivu muzeme
povazovat za multiplikativni chybu a korigovat ji pomoci vztaht (6.17) nebo (6.18).
Obraz f; je obraz, ktery ma byt korigovan. Korekéni hodnoty obsazené v obrazu
fa snadno vypocitame napt. z hodnot ziskanych sejmutim bilé rovnomérné osvét-
lené plochy. Podobné 1ze korigovat systematickou chybu vznikajici nerovnomérnym
osvétlenim predlohy pfi snimani kamerou. Pti snimani scény, v niz se pohybuji ob-
jekty, lze rozdilu po sobé jdoucich obrazu vyuzit k detekci pohybu. Pouziti sc¢itani
obrazu pro redukci sumu ukazeme podrobnéji v samostatné podkapitole.

6.2.1 Vliv algebraickych operaci na histogram jasu

Necht p;(2), p2(2) jsou hustoty pravdépodobnosti jasu v obrazech fi(z,y), fao(x,y).
Stanovime hustotu pravdépodobnosti p(z) jasu obrazu g(x,y) vzniklého sou¢tem dle
vztahu (6.15). Ozna¢me p; 2(u,v) sdruzenou hustotu pravdépodobnosti jasu v prv-
nim a druhém obraze. Predpoklddame, Ze vstupni obrazy jsou nezavislé, a ze proto
plati py o(u,v) = p1(u)pa(v). Podle vztahu (6.15) je hodnoty z jasu v obraze g(x,y)
dosazeno tehdy, jestlize pri jasu v v obraze f, je jas v obraze f; roven hodnoté
u =z —v. Odtud vychazi pro hledanou hustotu p(z) vztah

p(z) = / pr2(z —v,v)dv = /pl(z —v)p2(v) dv = pi(2) * pa(2) . (6.19)

Vztah (6.19) ukazuje, Ze hustota pravdépodobnosti jasu vysledného obrazu je
rovna konvoluci hustot pravdépodobnosti jast obou obrazi vstupnich. Ziskany vy-
sledek 1ze snadno rozsirit také na rozdil obrazu dle vztahu (6.16). Postacéi polozit
fg(l‘, y) = —fa(x,y), ¢imz prevedeme rozdil na soucet. Pro hustotu pravdépodob-
nosti jasu obrazu f, méme pa(z) = pa(—2).

6.2.2 Vyuziti primérovani k redukci Sumu

V tomto odstavci podrobnéji popiseme jednu z praktickych aplikaci s¢itani obrazi.
Necht f(x,y) je teoreticky obraz neménny v ¢ase. Pfi sniméni ziskavdme ovSem
obraz, ktery je poskozen sumem. Obraz proto snimame opakované M-krat. Pii i-tém
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sejmuti obdrzime obraz f(z,y)+ ni(z,y), kde n; je Sum. Za aproximaci teoretického
obrazu miuzeme intuitivné brat pramér

. 1 X

fley) =55 > @ y) + iz, y)] (6.20)

i=1

Ukéazeme, ze pouziti pruméru podle rovnice (6.20) objektivné vede ke zlepSeni

kvality sejmutého obrazu. K hodnoceni kvality pouzijeme pomeéru signal-Sum, ktery
je definovan vztahem

SNR(z,y) = L&Y (6.21)
VE{n?*(z,y)}
Pro hodnotu poméru signal-sum v obraze vzniklém primérovanim M obrazi
odtud vychazi

SNRy(z,y) = f(z.y) . (6.22)

Vyraz (6.22) dale upravime. P¥i tom vyuzijeme nésledujicich predpoklad:
1) n;(z,y) je ndhodné proménnd, pro niz plati E{n;(z,y)} = 0; 2) ndhodné proménné
n;(z,y), nj(x,y) jsou nekorelované, a proto plati E {n;(z,y)n;(z,y)} = E{n;(x,y)}
E{n;(z,y)}; 3) E{n?(z,y)} = E{nf(az, y)} = E{n?*(x,y)}. Postupné dostavame

SNEy (2,y) = ——H @Y g @Y Ry (623)

\/E {é . (w)} E{n?(z,y)}

Vztah (6.23) ukazuje, ze prumérovanim z M obrazi se pomér signal-Sum zvétsil

/ M-krét.

6.3 Geometrické transformace obrazu

Geometrické transformace méni tvar nebo rozméry obrazu. Obecné jsou popsany
vztahem

g(x,y)zf[gp(x,y),w(x,y)]. (6'24)

Je zfejmé, ze geometrickd transformace je zcela zadana funkcemi ¢(x, y), ¥ (x,y).
Vztah (6.24) navic podéva i prakticky navod na to, jak transformaci provést. Pred-
pokladejme, ze obrazy f(x,y) i g(z,y) jsou diskrétni. Na zdkladé vztahu (6.24)
lze postupné probirat vSechny body vystupniho obrazu g a pro kazdy bod (z,y)
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urc¢it odpovidajici polohu [p(z,y), ¥ (x,y)] ve vstupnim obraze f. Hodnota jasu
fle(x,y), ¥(x,y)] je pak vzata jako hodnota ¢(z,y). Zatimco z, y nabyvaji celocisel-
nych hodnot (postupujeme po celo¢iselnych souradnicich pixeli vystupniho obrazu),
jsou hodnoty ¢(z,y), ¥ (z,y) obvykle redlné, nikoli celoc¢iselné. Podle predpokladu
je vsak i vstupni obraz f diskrétni, a proto i pro néj jsou hodnoty jasu zndmy jen
v bodech o celoc¢iselnych souradnicich. Pro ziskani hodnot v mezilehlych bodech o ne-
celociselnych souradnicich 1ze vyuzit metod, které byly podrobnéji popsany v pod-
kapitole 4.4. V praxi se nejcastéji pouziva bilinearni interpolace nebo interpolace
vyssiho Fadu.

Zabyvejme se nyni podrobnéji funkcemi o(z,y), ¥ (z,y). Nejobecnéjsim poza-
davkem je, aby dvojice [¢(x,y), ¥ (x,y)] byla homeomorfismem (nesplnéni tohoto
pozadavku by zpusobilo ,roztrhdni“ obrazu). Kromé toho byvaji obvykle pozado-
vany i jiné vlastnosti. Jsou-li funkce ¢(x,y), ¥(x,y) linedrni, pak je transformace
(6.24) transformaci afinni. Afinnd transformace je zadéna Sesti hodnotami ayq, a9,
as1, Gz, by, by a lze ji zapsat nasledujicim vztahem

el(z,y) | _ | an a T by
Rl S el B 0 ER
Priklad 6.2. Uvazujme diskrétni obraz rozméru M x N bodt popsany obrazovou
funkei f(m,n) (obr. 6.5). Provedeme rotaci obrazu kolem levého dolniho rohu o thel
»(0 £ o < 7/2). Rozméry obrazu vzniklého rotaci budou [(N — 1)sinp + (M —
—1)cosp+1] X [(N—1) cos o+ (M —1) sin p+1] bodi. Pocatek (0, 0) predpokladame
u obou obrazu v levém dolnim rohu. Oznacne Z, %y soufadnice v ptuvodnim a x,y

souradnice v novém obraze. Pro transformaci souradnic z puvodniho do nového
obrazu snadno ziskame predpis

x=2cosp—gsinp+ (N —1)sinp,

Yy =2Tsiny+ycosy.

Odtud mame

{ o (x,y) } _ [az" } _ { CO8 sin ¢ } [;17 } LN = 1) [ —sir}ggcosgo } '

¥ (z,y) Y —siny cosy Y sin“ ¢
Prakticky provedeme transformaci tak, ze probirdme vsechny body vystupniho

obrazu jeden po druhém. Poloha bodu ve vystupnim obraze je specifikovana celo-

¢iselnou dvojici z,y. Jestlize plati [0 < ¢(z,y) < M — 1]&[0 < ¢(z,y) = N — 1],

urc¢ime hodnotu g(z,y) jako hodnotu f|p(z,y), ¥ (z,y)], kterou vypoéitame interpo-

laci. V opa¢ném piipadé polozime napt. g(z,y) = 0.
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Obr. 6.5: Afinni transformace obrazu - rotace

Priklad 6.3. Geometrickou transformaci, kterd se v praxi uplatnuje velmi casto,
je zména rozmeéru obrazu. Opét uvazujme diskrétni obraz rozméru M x N bodi.
Tento obraz ma byt transformovan tak, aby rozméry vystupniho obrazu byly Px@).

Snadno obdrzime vztah
P-1
|- &)
N1 Yy

M

Obecnéjsi nez transformace afinni jsou transformace projektivni. Jak afinni tak
projektivni transformace zachovavaji linearitu transformovanych utvaria (primky
se transformuji opét na piimky). Na rozdil od afinnich transformaci vSak projek-
tivni transformace nezachovavaji rovnobéznost. Projektivni transformace se uplat-
nuji zejména v pripadech, které néjakym zptisobem souvisi se stfedovym promita-
nim. Ptikladem praktické tdlohy je transformace, pfi niz ma byt obraz deformovan
tak, aby budil dojem, Ze je umistén na néjaké obecné umisténé roviné v prostoru,
kterou zobrazujeme stredovym promitanim.

Y)
)

x?
T,y

P1i popisu projektivnich transformaci se zpravidla pouziva homogennich sourad-
nic [17]. Homogenni souradnice reprezentuji bod v n-rozmérném afinnim prostoru
jako smér v jistém pridruzeném (n+ 1)-rozmérném vektorovém prostoru. Uvazujme
dvojrozmérny afinni prostor a zavedme pridruzeny trojrozmérny vektorovy prostor
a soufadnou soustavu v ném tak, jak je znazornéno na obr. 6.6. V afinnim pro-
storu uvazujme bod, jehoz afinni soufadnice jsou (z,y). Homogennimi soufadnicemi
uvazovaného bodu je trojice (wzx,wy,w), kde w je libovolné redlné ¢islo w # 0.
V homogennich souradnicich je tedy kazdy bod reprezentovian nekonecnym poctem
vektort v pridruzeném vektorovém prostoru, které jsou ovsem vSechny navzajem ko-
linearni. Specidlné muzeme také volit w = 1. Dostaneme tak trojici (z,y, 1). Zvlastni
vyznam této volby je patrny z obr. 6.6. Je-li naopak trojice (z,y,w) homogennimi
souradnicemi néjakého bodu, pak také trojice (z/w,y/w, 1) je homogennimi sourad-
nicemi téhoz bodu a dvojice (x/w,y/w) je jeho souradnicemi afinnimi. Projektivni
transformace bodu o afinnich soutadnicich (z,y) je popsana rovnici
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2 (95; 3/) P11 P12 P13 x
V(z,y) | = | P P2 P y (6.26)
w (z,y) D31 P32 P33 1

EZ

(wx,wy,w)

Obr. 6.6: Zavedeni homogennich souradnic

Homogenni soutadnice bodu po transformaci jsou (p(z,y), ¥ (z,y),w(x,y)), od-
kud pro afinni soufadnice plyne vztah (p(z,y)/w(z,y), ¥(x,y)/w(z,y)). Ze vztahu
(6.26) vyplyva, ze ve dvojrozmérném prostoru je projektivni transformace je popsana
deviti hodnotami pi1, p1o, ..., p33. Uvedené hodnoty lze ovSsem nasobit libovolnou
nenulovou redlnou konstantou, aniz by se vysledek transformace zménil (ndsobenim
se sice zméni délka vektoru na levé strané vztahu (6.26), ale bod, ktery je vektorem
reprezentovan, je stéle tentyz).

Priklad 6.4. Uvazujme projektivni transformaci zadanou tak, ze pro ¢tverici bod
Ay, Ay, Ay, Ay ve vstupnim obraze jsou predepsany jim odpovidajici body A, As,
As, A4 v obraze vystupnim (na obr. 6.7 jsou jako body A, Ay, As, A4 zvoleny rohy
obrazu). Naznacime postup odvozeni transformacéni matice ze vztahu (6.26). Sou-
fadnice bodu A; v piivodnim obraze oznaéime #;, §;. Poloha korespondujiciho bodu
A; ve vystupnim obraze je predepsana soutadnicemi z;, y;. Dale zavedeme oznaceni

P1 = (p11,p127p13)T,p2 = (p217p227P23)T,p3 = (p317p32>P33)T7Xz‘ = (33'1'73/1‘71)T- Na
zékladé vztahu (6.26) nyni pro kazdy ze zadanych bodu dostdvame

~ T

W55 Y4

o~ T

WY | = | P2 Z; .
T

w'L p3

Ze tiet{ rovnice v uvedeném vztahu méme w; = p, x;. Dosazenim do prvnich dvou
rovnic po upravé dostaneme

XZT 0 —i'ZXZT P1 . 0
0 x| —ux/ B '

Ps3
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Vidime, ze kazdy ze zadanych bodi prispiva k nalezeni transformacni matice
dvéma rovnicemi, coz dava celkem osm rovnic pro devét neznamych. Protoze vime,
ze transformacni matici je mozné nasobit libovolnym redlnym ¢islem, aniz by se vy-
sledek transformace zménil, zvolime k zajisténi jednoznacnosti feseni doplnujici pod-
minku. Nejsnaze se prakticky realizuje postup, kdy néktery z prvkia transformacni
matice polozime roven predem zvolené hodnoté (prosime ¢tendre, aby promyslel
tuskali tohoto Teseni).

Obr. 6.7: Projektivni transformace obrazu

Nelinedrni geometrickou transformaci obrazu rozumime transformaci, kde p(z, y),
Y (z,y) jsou nelinedrni funkce. Necastéji se jednd o polynomy. MuZeme je volit napft.
ve tvaru

p(r,y) =v+Ax(z,y), ¥(r,y)=y+Ay(z,y), (6.27)
kde
Az(z,y) =Y > aa’y’, Ay(zy)=> Y b’y (6.28)
r=0 s=0 r=0 s=0
nebo také
Az (x,y) = Z Z a2y, Ay(x,y) = Z bysx 1y’ . (6.29)
r=0 s=0 r=0 s=0

Ze vztahu (6.27) je ziejmé, ze funkce Az(x,y), Ay(x,y) popisuji ,premisténi*
bodu, ke kterému béhem transformace dojde. Zavedeni funkei Axz(zx,y), Ay(x,y)
je nazorné a také vyhodné pro praktickou implementaci. Polynomy, které se pro
transformaci pouzivaji, v praxi zpravidla nebyvaji prilis vysokého stupné (obvykle
druhého nebo tretiho). Neznamé hodnoty koeficienti a,, b,s je mozné stanovit tak,
ze pro jisty pocet bodu (x;, y;) predepiSseme hodnoty o(z;, v;), ¥ (x;, y;). To ddva dvé
soustavy rovnic
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@ (i, yi) = o + Z Z arsTiY;, (T, yi) = yi + Z Z brsiY; (6.30)
r=0 s=0 r=0 s=0

z nichz 1ze hodnoty a,, b,s stanovit (v pripadé polynomu (6.29) lze postupovat ana-
logicky). Predpisy (6.28), (6.29) obsahuji (m +2)(m + 1) resp. 2(m + 1)? neznamych
koeficientt. Kazdéa dvojice [(x;, vi), (¢(xi, i), ¥ (24, y:))] dava vzniknout dvéma rov-
nicim. Je proto zapotiebi nejméné (m +2)(m+1)/2 resp. (m+ 1)? takovych dvojic.
Je-li pocet dvojic pravé roven uvedené hodnoté, obdrzime soustavu linearnich rov-
nic, kterou lze Tesit eliminaci. Je-li pocet zadanych dvojic vétsi, obdrzime soustavu,
ktera je predeterminovand (a dost mozna také nekonzistentni).

Obr. 6.8: Nelinearni geometricka transformace

Je ziejmé, Ze ¢im je pozadovana geometrickd transformace komplikovanéjsi, tim
vyssi stupen polynomt je nutné v rovnicich (6.28), (6.29) zvolit. Jestlize by stu-
pent polynomu presiahl rozumnou mez (feknéme napr. 3 az 5), pak je lepsi pouzit
postupu, kdy vstupni i vystupni obraz rozdélime na oblasti a transformacni poly-
nomy stanovime zvlast pro kazdou dil¢i oblast. Stupen polynomit mtize byt v tomto
pripadé nizky, protoze s ohledem na slozitost transformace mizeme volit jemnost
déleni. Nejcastéji se proto v tomto pripadé pouzivaji polynomy bilinearni. Transfor-
maci vyuzivajici déleni na podoblasti lze zadat tak, ze vystupni obraz pokryjeme
¢tyruhelnikovou siti a ve vstupnim obraze definujeme odpovidajici sit transformova-
nou (obr. 6.9). Sit zaddvame polohou uzlovych kontrolnich bodia ve vstupnim i vy-
stupnim obraze. Nejsnaze se implementuje pripad, kdy je sit ve vystupnim obraze
obdélnikova. Pti praktické realizaci transformace se opét probiraji vsechny body
vystupniho obrazu. Podle toho, do které oblasti vystupniho obrazu bod padl, se
pouzije odpovidajici transformacni vztah. Pro i-tou oblast ma vztah tvar

i (z,y) =+ (a;x + by + ¢y + d;) (6.31)

Vi (z,y) =y + (esw + fiy + gizy + hi) . (6.32)
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R TCRORTER0) )

Obr. 6.9: Geometricks transformace s rozdélenim obrazu na oblasti

Neznamé hodnoty a;, b;, ¢;, d;, e;, fi, g;, h; ur¢ime pro kazdou oblast z pod-
minky, aby se vrcholy oblasti (uzlové kontrolni body) transformovaly tak, jak bylo
predepsano. Pro kazdou oblast mame ¢tyti vrcholy po dvou soutradnicich, coz dava
celkem osm rovnic pottebnych pro urc¢eni hledanych hodnot.

Pro nelinedrni geometrické operace byva nékdy pouzivano terminu warping (bor-
ceni, krouceni). V televizni tvorbé se v posledni dobé stala popularni také technika
nazyvana morphing, ktera provadi plynulou zménu jednoho objektu v jiny. Predpo-
kladejme, 7e je zadan pocateéni a cilovy obraz (oznaéme je fi(x,y), fa(z,y)). Ukolem
je vytvorit sekvenci f;(x,y) obrazu zachycujici postupnou zménu obrazu pocatec-
niho v cilovy. Jistou moznosti feseni zadaného tkolu by bylo pouzit prolinani obraz
podle jednoduchého predpisu

fi (l’,y) = (1_)‘)fs <x>y)+)‘fd (.Qﬁ,y) (633)

pri hodnoté A\ postupné se zvysujici od 0 do 1. Vysledky samotného prolindni vSak
zpravidla nejsou presvédéivé. Lepsiho dojmu 1ze dosahnout kombinaci prolinani s ne-
linearni geometrickou transformaci. K definovani transformace lze pouzit sité kont-
rolnich bodi, kterou pokryjeme pocatecni i cilovy obraz. Polohu kontrolnich bodt
predepiSeme tak, aby bylo dosazeno pozadované deformace obrazu (obr. 6.10). Siti je
nutné pokryt i obrazy mezilehlé, v nichz lze vsak sif generovat automaticky pomoci
interpolace. Ke generovani i-tého mezilehlého obrazu pouzijeme vztahu

fi(xv y) = (1 - /\)fs [(,0,‘75(1', y),%,s(w,y)] + )‘fd [Spi,d(xa y),¢i7d($, y)] ) (634)

kde ¢ig, Vis, Yid, Yia jsou po Castech bilinedrni funkce transformujici souradnice
z i-tého mezilehlého obrazu do obrazu pocatecniho resp. cilového. Uvedené funkce
jsou urceny zadanou siti.
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pocatecni mezilehlé cilovy
obraz obrazy obraz

//

Obr. 6.10: Proména ¢tverce na kruznici pomoci morphingu
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Kapitola 7

Segmentace obrazu

Predpokladejme, ze mame obraz, ktery je popsan obrazovou funkci, a ze mame roz-
poznat objekty v tomto obraze. Prvnim krokem k tomuto cili je extrakce objekti,
které se v obraze nachazeji. Proces extrakce, v némz jsou objekty separovany na-
vzajem a od nezajimavého pozadi, nazyvame segmentaci obrazu. Segmentace je nej-
Castéji zaloZena na detekci kontur (hran) ohranicujicich jednotlivé objekty nebo na
detekci celych oblasti, kterymi jsou jednotlivé objekty v obraze reprezentovany. Oba
uvedené postupy jsou v praxi Siroce pouzivany, a proto jsou jejich popisu vénovany
pomérné rozsahlé podkapitoly 7.1, 7.3. Podkapitola 7.4 je vénovana pohledu, kdy
se na segmentaci obrazu pohlizi jako na tlohu o minimalizaci funkcionalu. V pod-
kapitole 7.5 je pak strucné nastinéna problematika zpracovani binarnich obrazi. To
proto, ze takové obrazy v procesu segmentace ¢asto vznikaji.

7.1 Detekce hran

Predstavujeme si, ze kazdy objekt je v obraze reprezentovan souvislou oblasti (obr.
7.1a). Kazda oblast je obklopena hranici. Hranice se sklddd z hran (pripadné téz
z jediné zakiivené hrany). Hrana se skladd z jednotlivych hranovych bodu. Vy-
znamnym problémem v analyze obrazi je nalezeni hran a celych hranic. Pri reseni
se Casto ale postupuje tak, Ze se nejprve naleznou jednotlivé body hran. Uvazujme
pro jednoduchost obrazy ve stupnich Sedi. (I v praxi se pred analyzou, a tedy i pred
hleddnim hran, barevné obrazy velmi ¢asto prevadi na obrazy ve stupnich sedi.)
Na existenci bodu hrany mizeme usuzovat z priubéhu obrazové funkce. Na obr. 7.2
nahore je znazornén typicky prubéh jasu napri¢ hranou. Za bod hrany se nejcastéji
povazuje misto, kde prubéh jasu vykazuje nahlou zménu, pripadné inflexni bod. Po
nalezeni jsou jednotlivé nalezené body hran spojovany rtznymi technikami do hran
a celych hranic.

Protoze kazda plocha by méla byt obklopena svoji hranici (obr. 7.1a), zda se,
ze detekce hran a detekce celych ploch by teoreticky mély vést ke vzajemné ekvi-
valentnim vysledkim. V praxi se vS8ak mohou vyskytnout problémy. Jsou-li napf.
rozpoznavané objekty v obraze Spatné zretelné nebo je-li obraz poskozen sumem, pak
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nemusi nalezené hrany tvorit kolem objekti uzaviené smycky, jak si teoreticky pred-
stavujeme (obr. 7.1b). Vlivem Sumu mohou byt na druhé strané hrany detekovany
i tam, kde ve skutecnosti nejsou.

a)

Obr. 7.1: Detekce oblasti stanovenim hranice

7.1.1 Gradientni metody hledani hran

Obr. 7.2 ukazuje typicky prubéh jasu ve sméru napri¢ hranou a prvni a druhou deri-
vaci tohoto pribéhu. Gradientni metody vyuzivaji skutec¢nosti, ze v misté hrany ma
absolutni hodnota prvni derivace pribéhu jasu vysokou hodnotu. Hodnota derivace
popisuje intenzitu kontury v daném bodé - hovorime o velikosti hrany. Operatory,
které velikost hrany stanovuji (obvykle se aplikuji v kazdém bodé obrazu), byvaji
nazyvany hranovymi operatory. Z uvedeného vyplyva, ze nejjednodussimi hrano-
vymi operatory jsou ziejmé derivace df/0x a df/dy, které popisuji zménu trovné
jasu ve sméru os x a y. Téchto operdatoru by bylo mozné pouzit k hledani hran
rovnobéznych se souradnymi osami. Pti hledani hran obecného sméru je zapottebi
vysSetfovat pribéh jasu ve sméru kolmém na smér potencialni hrany. Necht vektor
n = (cosf,sinf) popisuje smér kolmy ke sméru eventudlni hrany a & necht je sou-
rfadnice mérena v tomto sméru. K ovéreni skutecnosti, zda v daném bodé existuje
hrana znamého sméru, lze pouzit derivaci ve sméru. Pro derivaci ve sméru kolmo
k hrané mame
g—gzgrad(f)'n:%cose—l—g—isinﬁ. (7.1)
Za velikost hrany v daném bodé muzeme povazovat hodnotu |0f /€.
P1i hledani hrany jeji smér predem obvykle nezndme. Rovnice (7.1) a uvahy, které
k ni vedly, vsak podavaji navod, jak situaci resit. Pro rozhodnuti, zda ve vysetrova-
ném bodé je ¢i neni hrana, bude rozhodujici smér, v némz je zména jasu nejveétsi.
Timto smérem je gradient obrazové funkce. Smér hrany je pak kolmy ke sméru gra-
dientu. Za velikost hrany lze vzit velikost gradientu. Ozna¢me e(z, y) velikost hrany,
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Obr. 7.2: Prabéh jasu a jeho prvni a druhé derivace ve sméru napfi¢ hranou

o(z,y) smér gradientu a 1 (z,y) smér hrany v bodé (z,y). Dale pro strucnost za-
vedme oznaceni f,(x,y) = 0f(z,y)/0z, f,(x,y) = 0f(x,y)/0y. S vyuzitim pravé
zavedeného pak mame

e(2,y) = \/ 2(2,9) + [2(z,). (7.2)

fy(z,y)
fo(z,9)

L

smér hrany

grad
» dfldy

o(z,y) = arctan [ } , U(zy) = o(z,y) + g : (7.3)

oflox

Obr. 7.3: Stanoveni velikosti a sméru hrany na zakladé gradientu

Cilem praktického vypoctu zpravidla byva rozhodnout, zda vysetfovany bod ob-
razu je ¢i neni bodem lezicim na hranici néjakého objektu. V nejjednodussim pri-
padé lze za body hranice povazovat ta mista, kde hodnota e(x, y) je vétsi nez néjaka
pevnd, predem zvolend prahova hodnota. Tento jednoduchy postup ma ovsem své
nedostatky: 1) Hranice objektu obvykle vyjde $irsi nez jeden bod (intuitivné si mozna
predstavujeme, Ze tloustka hranice je pravé jeden bod). 2) Uvedeny postup nefesi



7.1 Detekce hran 87

problém doplnéni chybéjicich a odstranéni nadbyteénych c¢asti hranice diskutovany
v tvodu podkapitoly 7.1. DimysInéjsi postupy popiSeme postupné pozdéji (napr.
v souvislosti s Cannyho detektorem hran).

A7 dosud jsme predpokladali, ze obrazova funkce je spojita. Pri praktické imple-
mentaci pracujeme ovsem nejcastéji s funkei diskrétni. Jestlize nahradime derivace
diferencemi, mizeme vztaht (7.2), (7.3) snadno pouzit i pro diskrétni ptipad. Pro
diference muzeme psat

fx(x,y):f(x—l-l,y)—f(x,y), (74)
fy($ay) zf($,y+1)—f(x,y) (75)

Pri praktické realizaci vypoctu je hodnota e(z,y) stanovovdna a porovnavana
s hodnotou prahu ve vsech bodech (pixelech) obrazu. Poznamenejme, 7Ze pii stano-
veni délky gradientu lze pouzit i jinych metrik, nez je metrika uvedena ve vztahu
(7.2) (kofeny téchto snah sahaji ovSsem ponékud do minulosti, kdy byl vypocet od-
mocniny ¢asové velmi ndro¢nou, a proto obavanou operaci). Mizeme pouzit napf.
nasledujicich vztaht:

e(z,y) = [folz, )| + |fy(z, 9], e(z,y) = max{[fu(z, 9)| [ fy(z,9)]} - (7.6)

Skutecnost, ze pri praktickém vypoctu na pouzité metrice prilis nezalezi, ukazuje
nasledujici priklad, ktery ponechavame c¢tenari k samostatnému teseni: Dokazte,
ze pro kazdou dvojici nezdpornych ¢&isel a, b plati (a + b)/v/2 < /(a? + b*) <
< V2max{a, b}.

V minulosti bylo realizovano mnoho praktickych metod pro detekci hran, jejichz

spolecnym teoretickym zakladem je vypocet velikosti gradientu. Nékteré z nich po-
piseme déle podrobnéji.
Robertsiv operdtor: Tento hranovy operator je jednim z nejstarsich, ale stédle jesté
obcas pouzivanym operatorem pro stanoveni velikosti hrany. Operdtor stanovuje
diference ve dvou na sebe kolmych diagonalnich smérech. Velikost hrany v bodé
(x,y) obrazu se pocita podle predpisu

e(z,y) = \/(f(ﬂ%y) —fe+Ly+ 0+ (fle+Ly) - fle,y+ 1) (7.7)

Operdtor Prewittové: Tento operator vyuziva k vypoctu velikosti hrany v bodé o sou-
fadnicich x, y hodnot obrazové funkce ve vSech sousednich pixelech. Tyto hodnoty
pro struc¢nost oznacime A, B, C, D, F', G, H, I (obr. 7.4). Operétor pocita derivace
ve smérech os z, y primérem

(C=A)+(F-D)+ (-G,

Wl =

fo(2,y) =

(A—G)+(B—H)+(C—1). (7.8)

fy (z,y) = %
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Uvedeny postup stanoveni derivaci primérem prispiva k redukci Sumu. V pripadech,
kdy nezalezi na absolutni velikosti hrany, lze koeficienty 1/3 vypustit. Jestlize po
vypoctu velikosti hrany nasleduje prahovani, v némz se rozhoduje, zda v daném
bodé hrana existuje ¢i nikoli, 1ze vypusténi koeficienth kompenzovat volbou velikosti
prahu.

4| B |C
D fly) | F
G| H |I

Obr. 7.4: Znaceni hodnot obrazové funkce pro operator Prewittové

Sobeliv operdtor: Tento operator je podobny operatoru Prewittové. Rozdil spoc¢iva
v tom, ze se pro vypocet derivaci v jednotlivych smérech pouziva vazeny prumeér dle
vztahi

fo(zy) = [(C=A) +2(F-D)+ (I -G)], (7.9)

fy (l’,y) = 4

I v tomto pripadé lze za stejnych okolnosti jako u operatoru Prewittové koeficienty
1/4 vypustit.

Kirschiv operdtor: Také tento operator lze zatadit mezi operatory zalozené na vy-
poc¢tu gradientu. Veli¢ina majici povahu derivace je pocitana celkem v osmi smé-
rech a za velikost hrany je vzata jeji maximalni hodnota. Pro stru¢nost preznacime
funkéni hodnoty obrazové funkce tak, jak je uvedeno na obr. 7.5. Velikost hrany
v bodé (z, y) se vypocita dle vzorce

| ===

(A—G)+2(B—H)+(C—1) . (7.10)

e (w,y) = max(|5S; — 3T3)), (7.11)

kde
Sz‘ = A, + Ai+1 + Ai_;,_g s (712)
Ty = Aips + Aipa + Ais + Aiys + Aigr (7.13)

Index 1, pro ktery je ve vyrazu (7.11) dosazeno maxima, urc¢uje smér hrany. Jestlize
ve vyrazech (7.12), (7.13) vyjdou hodnoty indext vét$i nez 7, upravi se operaci
modulo 8.

7.1.2 Detekce hran hledanim prichodu
druhé derivace nulou

Z obr. 7.2 je ztejmé, ze druha derivace pribéhu jasu ve sméru napti¢ hranou nabyva
dvou extrému opacného znaménka a v misté hrany znaménko méni. Protoze smér
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Obr. 7.5: Znaceni hodnot obrazové funkce pro Kirschiiv operator

hrany neni zpravidla pfedem zndm, je nutné druhou derivaci pocitat prinejmensim ve
dvou smérech, napt. ve sméru souradnych os x, y. K vypoctu lze pouzit Laplaceova
operatoru. Zavedme oznaceni f,.(z,y) = 0*f(x,y)/0x?, f,,(z,y) = 0*f(x,y)/0y>.
Laplacetiv operator je definovan vztahem

V2 f(z,y) = foo(®,y) + fyy(z,y) . (7.14)

Je-li obrazova funkce diskrétni, pouzijeme misto derivaci diference. Pro body uvnitt
obrazu (nikoli v krajnich fadcich a sloupcich) mizeme pouzit symetrickych diferenc-
nich vzorcu (pro ¢tenafe by mélo byt snadné si je odvodit)

fm(x,y):f(x—l,y)—2f(x,y)+f(x+1,y), (715)

fyy(x,y):f(x,y—1)—2f(x,y)—|—f(x,y+1) (716>

Dosazenim vztahu (7.15), (7.16) do (7.14) dostaneme pro realizaci Laplaceova ope-
ratoru predpis

V2f(x,y):f(a:+1,y)+f(x—1,y)+f(x,y—|—1)+f(x,y—1)—4f($,y) (717)

Vztah (7.17) lze vypocitat pomoci konvoluce obrazové funkce f(z,y) s konvoluéni
maskou uvedenou na obr. 7.6. V souvislosti s ur¢ovanim hran pomoci druhé derivace
byva uvadéna také maska dle obr.8.6b, ktera realizuje vypocet souctu druhych deri-
vaci ve ¢tytech smérech 0°, 45°, 90°, 135°. Je zfejmé, ze v krajnich fadcich a sloupcich
obrazu nelze masek z obr. 7.6 pouzit. Pro uvedené pripady lze v pripadé potieby
snadno odvodit specialni masky vyzadujici pouze hodnoty uvniti obrazu. Napt. pro
vypocet hodnoty Laplaceova operatoru v dolnim fadku obrazu snadno odvodime
masku dle obr. 7.7a, pro vypocet hodnoty v levém dolnim rohu pak masku uvede-
nou na obr. 7.7b (ostatni potfebné masky ziskdme rotaci masek zde uvedenych).
Hrany v obraze nalezneme analyzou vysledku poskytnutého Laplaceovym operato-
rem. Za hranu povazujeme misto, kde mezi dvéma dostatecné velikymi a dostatecné
blizko polozenymi extrémy opac¢ného znaménka vysledek poskytnuty operatorem
meéni znaménko.

Pravé popsana metoda hledani hran zalozend na vypoctu druhé derivace a na
pouziti Laplaceova operatoru je dosti citlivda na Sum. I pfi malém zasuméni obrazu je
detekovano zna¢né mnozstvi faleSnych hran. Problém lze tesit filtraci Sumu, ktera se
provede jesté pred tim, nez jsou hledany hrany. Marr a Hildreth [12] popsali metodu,
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Obr. 7.7: Priklady masek pro body na krajich a v rozich obrazu

v niz pro redukci Sumu pouzivaji konvoluci s gaussidnem. Protoze se tato metoda
pouziva dosti c¢asto, popiseme ji podrobnéji. Dvourozmérny gaussian je definovan

vztahem (obr. 7.7)

G(z,y) = G(z)G(y) = ! exp (—xQ +y2) : (7.18)

2702 202

Hodnotou o lze ,regulovat sitku“ gaussianu a tudiz i miru filtrace. Bézné pouzivané
hodnoty o jsou napt. 0.5 az 3. Realizaci konvoluce obrazové funkce s gaussidnem
a naslednou aplikaci Laplaceova operatoru popisuji vztahy

V2 Gz, y) = f(x,

y)]
_ (% + (%) / 7G<x — &y n)f(Em) dEdn
_ [(86_; + 88_;) G(m,y)} * f(z,y)
= [V?G(z,9)] * f(z,y).

Posledni z uvedenych vztaht ukazuje, ze popisovanou posloupnost akci Ize realizovat
konvoluci obrazové funkce s funkei V2G. Polozime-li r = /(22 +3?), miZeme funkci

V2@ zapsat ve tvaru
2 2 2
260 = (=20 -
V°G(r) = ( 5ot ) exp <202) : (7.20)

Funkce V3G je rotacné symetrickd. Jeji pribéh (priifez pritbéhu) je zndzornén na
obr. 7.9. Ozna¢me w polomér kruznice, kde funkce prechéazi ze zapornych do klad-
nych hodnot (obr. 7.9). Z rovnice (7.20) vychdzi w = 0./2.

(7.19)
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Obr. 7.8: Prubéh gaussidanu G(z) prooc =05, 0 =1, 0 =2

—
10 1 2

Obr. 7.9: Prabéh funkce V2G(r), 0 = 0.5

K dukladnéjsimu osvétleni principu ¢innosti této metody vySetiime jesté frek-
venéni charakteristiku operatoru V2@G. Provedenim Fourierovy transformace a po-
loZzenim u? + v? = w? dostaneme

2

F{V*G(z,y)} = wexp (—02%) : (7.21)

Priibéh frekvencni charakteristiky .#{V2G} je zndzornén na obr. 7.10. Je zfejmé,
ze se jedna o pasmovy filtr. Vrchol frekvencni charakteristiky vychazi v misté w =
= /2/o. Po provedeni konvoluce [V2G(z,y)] * f(z,y) pokracuje metoda hleddnim
pruchodt nulou stejné, jak jiz bylo popsano drive.

Obr. 7.10: Frekvencni charakteristika .Z{V?G} pro o = 0.5
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7.2 Spojovani hran

Hranové operéatory z predchozi podkapitoly urcovaly velikost a pfipadné i smér hrany
jednotlivé v kazdém bodé obrazu, tedy lokalné. To je ovsem ponékud v rozporu s in-
tuitivni predstavou hran jako delsich souvislych tsecek pripadné kiivek v obrazech.
Hrany chapané timto druhym zptisobem nazyvame v této podkapitole globalnimi
hranami. K nalezeni globalnich hran lze vyuzit vysledkti poskytovanych lokalnimi
operatory, které jsou vsak dale zpracovany v procesu tzv. spojovani hran. Proces
spojovani je ilustrovan na obr. 7.11. Ve vyobrazeném pripadé umoznuji lokalné sta-
novené velikosti a sméry hran snadno prolozit hranu globalni. Lze k tomu pouzit
obvyklych technik jako je napt. prokadani tisecek, obloukt ¢i jinych ttvart metodou
nejmensich ¢tverci. Pri praktické realizaci se ale zpravidla bohuzel nevyhneme riz-
nym heuristickym postuptim. Je to hlavné proto, ze prokladanych utvart je obvykle
vice a je zapotiebi rozhodnout, které maji byt prolozeny kterymi hranovymi body,
coz je obtizna uloha. My se v této podkapitole omezime pouze na jednu elegantni
a velmi casto citovanou i pouzivanou metodu, kterou je Houghova transformace.

Obr. 7.11: Prolozeni globalni hrany

7.2.1 Houghova transformace

Predpokladejme, ze jsme jiz pomoci nékteré z metod z podkapitoly 7.1 rozhodli,
které body obrazu povazujeme za body hran. Nyni chceme ovérit, zda jsou body
hran v obraze polozeny tak, Ze naznacuji existenci piimek (dsecek) v obraze. Me-
toda, kterou zde popiseme, byla navrzena Houghem a pozdéji zdokonalena Dudou
a Hartem [8]. Metoda je zndma pod nazvem Houghova transformace. Uvazujme
rovnici pfimky ve tvaru (obr. 7.12)

p=1xcosp+ysing. (7.22)

Pro pfimku prochazejici bodem @) reprezentovanym vektorem (xg,yq) pak plati
p = xgcosp + ygsin . Uvazujme nyni prostor ¢, p. V tomto prostoru odpovidd
kazdé primce prochéazejici bodem @ jediny bod. Svazku primek prochazejicich bodem
Q pak v tomto prostoru odpovida sinusoida p = ¢ cos ¢ + yg sin . Mé&jme nyni
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Obr. 7.12: Houghova transformace: Body lezici na primce

v obraze napt. body A, B, C, D, E, které lezi na primce (obr. 7.12). Svazkum
moznych primek v téchto bodech odpovidaji v prostoru ¢, p sinusoidy A, B, C, D,
E (obr. 7.13). Obrazem piimky, na které lezi body A, B, C, D, E (tedy piimky,
kterd je spole¢nd vSem svazkum), je v prostoru ¢, p bod, v némz se sinusoidy A, B,
C, D, E protinaji.

Obr. 7.13: Bodim lezicim na pfimce odpovida v prostoru ¢, p prusecik sinusoid

Dosud provedené uvahy vedou k nasledujicimu postupu vypoctu. Rozdélme pro-
stor ¢, p na oblasti. Necht napt. dvojice ¢, j oznacuje v prostoru ¢, p obdélnikovou
oblast, pro niz plati ¢;_1 < ¢ < ¢;, pj—1 < p < pj. Zavedme nad takto diskreti-
zovanym prostorem ¢, p dvourozmérny histogram h(i, j). Pocateéni hodnota h(i, 5)
je pro vSechna (7, j) nula. Nyni probirejme vSechny pixely obrazu. Pro kazdy pi-
xel @ = (z¢,yg), kde v obraze nalezneme hranu (predpokladdame, Ze nezname jeji
smér), sestrojime v prostoru ¢, p sinusoidu (obr. 7.14). P¥i tom v histogramu in-
krementujeme hodnoty h(i,j) pro ty oblasti (7, ), kterymi sinusoida prochazi. Po
skonceni tohoto procesu h(i,j) = n popisuje skutecnost, ze na piimce charakteri-
zované hodnotami ¢ € (p;_1,¢;), p € (pj—1,p;j) lezi v obraze n bodu, které byly
povazovany za hrany. Pomoci Houghovy transformace tak muzeme zjistit, ze v ob-
raze lezi v jedné primce vysoky pocet bodi hran. V pripadé potieby je toto zjisténi
mozné dale doplnit analyzou, jak jsou detekované body rozlozeny podél nalezené
primky.

Jestlize v jednotlivych bodech obrazu dokdzeme hranu nejen detekovat, ale také
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Obr. 7.14: Bodum lezicim na primce odpovida vysokd hodnota v histogramu

dostatecné spolehlivé urcit jeji smér, pak lze popsanou metodu zjednodusit. Necht
x, y je bod hrany a ¢ smér hrany v tomto bodé. Potom podle vztahu p = x cos(¢) —
—m/2) + ysin(y — 7/2) mizeme ihned vypocitat odpovidajici hodnotu p. V tomto
pripadé tedy misto generovani sinusoidy generujeme pouze jednotlivé body a histo-
gram inkrementujeme pouze v jediné oblasti. Na zavér poznamenejme, ze Houghovu
transformaci 1ze zobecnit také na krivky. Protoze pocet hledanych parametra kivky
udava potrebny rozmeér histogramu, jedna nejcastéji o krivky se dvéma, nejvyse tfemi
parametry.

7.2.2 Cannyho detektor hran

Popisovany detektor hran byl publikovan Cannym [4], [5] a pozdéji detailné studovan
mnoha dalsimi autory. Pfi navrhu detektoru vychézel Canny z toho, Ze starsi detek-
tory hran byly konstruovany vice ¢i méné intuitivné, a formuloval proto pozadavky,
které by mel detektor splnovat. K nalezeni detektoru pak pristoupil jako k opti-
malizacni tloze (tj. hledal detektor, ktery vytycené pozadavky spliuje co nejlépe).
Cannym navrzené pozadavky byly nésledujici: 1) minimalizovat pravdépodobnost
chybné detekce, 2) najit polohu hrany v obraze co nejpresnéji, 3) bod hrany iden-
tifikovat jednoznacné. Postup, ktery vede k navrhu odpovidajiciho filtru, popiseme
podrobnéji. Budeme mozné prekvapeni, ze naznaceny dimyslny ptistup povede na-
konec k detektoru gradientniho typu. Poznamenejme jesté, ze odvozeni Cannyho
detektoru je mozna pomérné zdlouhavé. Je vsak zajimavé a poucné. Cannyho de-
tektor byva dnes jiz standardni soucasti kazdé knihovny pro zpracovani obrazu.
K vyuziti detektoru neni zapotiebi znat postup odvozeni podrobné. Znalost vycho-
zich principii ale umozni pouzivat detektoru s vétsi jistotou.

Predpoklddejme nejprve, ze vstupni signél je jednorozmérny (ziskané vysledky
pozdéji zobecnime i na signaly dvojrozmérné). Matematickym modelem hrany ve
vstupnim signalu (ve shodé s pivodnim pramenem oznacime vstupni signél I(z)) je
skok vysky A umistény do poc¢atku. Doplnén je déle aditivni Sum n(z) (obr. 7.15).
Predpokladame, ze Sum je bily s nulovou stfedni hodnotou. Vstupni signal méa tedy
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tvar

0 pro <0

| o 230 ° (7.23)

I(x) = Au_1(x) + n(x), kde wu_q(x)= {
Predpokladame, ze hranovy operator bude zalozen na vypoctu konvoluce vstupniho
signalu s funkei f(x). Tuto funkei, kterou zatim nezndme, stanovime tak, aby byla
co nejlépe splnéna kriteria formulovana v tvodu této podkapitoly. Oznacme O(x)
signal, ktery je vysledkem konvoluce. Podle definice konvoluce mame

[e.e]

O(z9) = / I(zg —2) f(x)de. (7.24)

— 00

Obr. 7.15: Pribéh signalu ve sméru napti¢ hranou

Nejprve vyhodnotime, jaky vystup v bodé zy = 0 odpovida skoku velikosti A
(bez sumu). Dosazenim rovnice (7.23) do rovnice (7.24) a polozenim n(z) = 0, 29 = 0

dostaneme
o0

/ Aur(—2)f(z)da = A /O f(z)dz . (7.25)

Déle vypocitame stiedni hodnotu ¢tverce signdlu, ktery na svém vystupu poskytuje
operator v bodé xy = 0, jestlize je na vstup prilozen pouze Sum n(x). Dostaneme

2

E ]On(—x)f(a:)dx - 7E{n2(—x)}f2(x)dx:n37f2(x)dx. (7.26)

P1i tpravé vyse uvedeného vztahu jsme se opirali o predpoklad, ze n(x) je bily Sum
s nulovou stfedni hodnotou a ze tedy pro vSechna xy # x5 plati E{n(z;)n(z2)} = 0.
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Dale jsme predpokladali, ze hodnota E{n?(x)} je pro viechna x konstatni, a polozili
jsme proto E{n*(z)} = n2 (jednd se o disperzi sumové slozky vstupniho signalu).
Definujme pomér signdl/Sum (SNR) jako podil odezvy na skok velikosti A ku od-
mocniné stfedni hodnoty ¢tverce odezvy na Sum. Pro hodnoceni pravdépodobnosti
chybné detekce dale zavedme miru ¥ = ngSNR/A, kterd je zavisla pouze na hledané
funkei f(z), nikoli na velikosti vstupniho signilu. Méame tedy

0 0
A [ fz)dz ; J flz)da
SNR = ——= Y= —SNR = —= . (7.27)

oo ’ A o
no‘/_f f2(x)dx ‘/_f f2(x)dx

Pti detekci hrany pravé konstruovanym hranovym operatorem budeme za hranu
povazovat misto, kde operdtor (konvoluce s f) dédva nejvétsi hodnotu. V pripadé
hrany umisténé do pocatku by to teoreticky mélo byt misto 2o = 0. Sum vsak zpii-
sobi, ze tomu tak nebude zcela presné. Nalezneme proto misto, kde vystup operatoru
nabyva extrému. K tomu vypocitame prvni derivaci vystupniho signalu a polozime
ji rovnu nule

oo

d d
- Olan) = O'(a0) = - / (2o — 2)f(x)dz = 0. (7.28)
Pro derivovani konvoluce mame
d [ 1 de = d [ 1 d 7.29
an (xog —z)f(x)dx = dzo () f(xo — x) dx (7.29)
= /[(g;)f’(xo—x)dx:/I(xo—x)f/(:v)dx.

Vystup rozdélime na slozku odpovidajici skoku umisténému do pocatku a na slozku
odpovidajici sSumu. Tyto slozky oznacime postupné O, O,,. Derivace odezvy na skok
ma v bodé xq velikost

Ol(xg) = / Au_q(zg—2)f(x)dz = A / f(x)de = Af(xo) . (7.30)

Derivaci O(z() odezvy na skok rozvineme kolem pocatku v Taylorovu fadu. Pied-
poklddame pri tom, ze hledand funkce f(z) bude antisymetrickd, a Ze proto bude
platit f(0) = 0 (pokud by to nebyla pravda, feseni bychom nenalezli). Dostaneme

O/ (z0) = Af(xg) = Af(0) + 2o Af'(0) = 2o Af'(0) . (7.31)
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Derivaci odezvy hranového operatoru na sum bude ndhodna proménnda s nulovou
stredni hodnotou a s varianci dle vztahu

E{O07(z0)} =E / n(xo — z)f'(z) dz =ng / f?(x)dx. (7.32)

Pro podminku extrému pak mame
O'(x0) = Oy(0) + Op(z0) =0 atedy Oy zo) = —0;, (o) - (7.33)
7, predchozi rovnice pak dale plyne
E {0/52(1’0)} =B {Of(%)} : (7.34)
Dosazenim vztaht (7.31) a (7.32) do rovnice (7.34) dostaneme:

] £2)ds

E{zf} = & 00) =02, . (7.35)

V predchozim vyraze jsme oznaceni o,, pouzili pro aproximaci smérodatné odchylky
polohy maxima na vystupu operatoru od skutecné polohy skoku, ktery lezi v po-
¢atku. Schopnost operatoru spravné lokalizovat hranu hodnotime podle prevracené
hodnoty této odchylky. Zavedeme miru A = ng/(0,,A), kterd zavisi pouze na vlast-
nostech hranového operatoru a nikoli na signalu. S vyuzitim vztahu (7.35) dostaneme

|/(0)]

| () dx

—00

A= (7.36)

Vykonnost hranového operatoru pak hodnotime souc¢inem XA. S vyuzitim vztaht
(7.27), (7.36) mame

jqf(x) dx )
Oy — oL (7.37)

W‘O f2(a) do \/7 fR(e) do

Posledni podminkou je, aby jedné hrané odpovidalo pokud mozno jediné maximum
na vystupu operatoru. Tento poZzadavek vyjadiime jako pozadavek na funkci f(z).
Vyuzijeme pomocného tvrzeni, které uvedeme bez ditkazu a které 1ika, ze stiedni
vzdalenost x.. mezi dvéma prichody nulou odezvy funkce g na gaussovsky sum je
déna vyrazem (odezvou se rozumi konvoluce funkce ¢ s Sumem)

Toe =T <;§((§)>>é , (7.38)
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kde R(7) je autokorela¢ni funkce funkce g. Snadno ovérime, ze plati (predpokladdame
g(—00) = g(o0) = 0)

R(0) = /gz(x) dz, R'(0)= /g(:f;)g"(x) dx:—/g'Q(x) dz . (7.39)

—00 —00 —0o0

V nasem pripadé hledame stredni vzdélenost x.. mezi dvéma priichody nulou odezvy
funkce f’. Ze vztaht (7.38), (7.39) dostaneme

[

J ()
- (7.40)

Toe =T | —

J P (z)de

— 0o
Vzdalenost ., mezi dvéma prilehlymi maximy odezvy funkce na Sum je dvojna-
sobkem ... Tuto hodnotu vyjadifme relativné vzhledem k $ifce operatoru. Sifkou
operatoru rozumime interval (—W, W). Na tomto intervalu predpokldadame funké¢ni
hodnoty f nenulové (mimo tento interval predpokladdme funkéni hodnoty nulové;
déle pripomenme, Ze funkci f predpokldddme antisymetrickou). Je tedy

Tmax = 2T, = kW . (7.41)

Schopnost detektoru identifikovat hranu jednoznacné bude tim lepsi, ¢im vyssi bude
hodnota k. Dosud nezndma funkce f by tedy méla maximalizovat vyraz (7.37) a pii
tom davat pokud mozno co nejvyssi hodnotu k. V [4] je popsano TeSeni zalozené na
maximalizaci funkcionédlu (7.37). Jsou postupné voleny ruzné hodnoty k (0.075 az
0.7) a rovnice (7.41) je pouzita jako doplnujici podminka. Pro kazdou hodnotu k& je
numerickou optimalizaci stanovena funkce f. Na zakladé takto ziskanych vysledku
je ukézano, ze pro vyssi hodnoty k (coz je prakticky zajimavy pripad) lze hledanou
funkci f dosti dobte aproximovat pomoci prvni derivace gaussianu. Na tuto moznost
se dale zamérime. Pripomenme, Ze gaussian je definovan predpisem

G(z) = exp (—2%) . (7.42)

Funkce f ma tedy tvar

flz) ~ G'(z) = —% exp (—x—z) . (7.43)

202

Pro vyse uvedenou aproximaci funkce f vypocteme néasledujici hodnoty [4]

g

O =% [ o=t [ Paa=3, (7.4
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403’ oa

70]”'2(:6) dex = 3T 7f”2(56) dzr = 15ﬁ.

Odtud pak index XA vykonnosti operdtoru a hodnota k pro operdtor f(z) = G'(z)

vychazi
ZA——\/———O92 a k=4/-—=051 (7.45)
3T ' 15 o '

Zjisténé hodnoty jsou jen o malo mensi nez hodnoty pro operator optiméalni. Pod-
statnou vyhodou pouziti gaussianu je ale snadny vypocet.

A7 doposud jsme se soustredili na jednorozmeérny pripad. Zbyva ukazat, jak pra-
cuje Cannyho detektor v pripadé dvojrozmérném. Predpokladejme nejprve, ze mame
hledat hrany znamého sméru. Ve sméru napti¢ hranou pouzijeme konvoluci s prave
nalezenou funkci f. Ve sméru podél hrany uplatnime projekci. Jestlize je f aproxi-
movana derivaci gaussianu, pak je vyhodné, aby funkci realizujici projekci byl rovnéz
gaussian (projekce bude pocitana jako konvoluce s gaussidnem). Jako obvykle neni
zapotiebi vypocet provadét pro vsechny mozné sméry hran, ale postaci jej provést
pro dva sméry (napt. z, y). Necht I(x,y) je obrazova funkce. Pro hrany rovnobézné
s osou y a hrany rovnobézné s osou x pak dava hranovy operator nasledujici hodnoty

[(z,y) * Gy)] * Ga(x) = (% {I(z,y) * [G()G(Y)]} = Eu(,y), (7.46)

I(z,y) * G(2)] * Gy (y) = 5,% (I(a,y) * GG} = Bylz,y).  (747)

V uvedenych vyrazech realizuje prvni ¢len v hranatych zavorkach projekci. Vystupem
dvojrozmérného detektoru hran je vektorové pole E(x,y) = (E,(z,y), Ey(z,y)). Pro
velikost a smér hrany mame

E(z,y)| = \/Ei(ﬂf, y) + E5(x,y), wlr,y) = arctan(Ey(z, y)/ Ex(2,y)) + /2.
(7.48)
Rekneme, 7e v n&jakém bodé obrazu je hrana, jestlize |E(z,y)| v tom bodé na-
byva lokalniho extrému (pripomenme, ze jsme se snazili, aby jedné hrané prisluselo
pouze jediné maximum) a jestlize je hodnota |E(x, y)| v tom bodé dostatecné velika.
Predpokladejme nyni, Ze je obraz popsan diskrétni obrazovou funkci. Zaméime se
nejdiive na prvni podminku. Bod (z,y) muze byt bodem hrany jen tehdy, jestlize
plati (obr. 7.16)
Eo| < [E(z,1)] > [Exol. (7.49)

Hodnoty |E.g|, |E_s| stanovime interpolaci (obr. 7.16). Napt. lezi-li smér gradientu
v prvnim oktantu, pak mame

Byl = olE(z+ 1,y +1)[+ (1 - a)[E(z + 1,y)|, (7.50)

E_g| =alE(z—-1,y—1)]+ (1 —a)|E(x —1,y)|. (7.51)
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smér hrany ECeH 1))
[ ]

. o) AA-

E(x—1,p)| [E(x+1y)|

[EQe—1y=1)|

Obr. 7.16: K rozhodnuti maxima

Vyznam hodnoty « je patrny z obr. 7.16. Podobné vztahy lze snadno odvodit i pro
zbyvajici oktanty. Podminku, ze hodnota |E(z,y)| ma byt v bodé hrany dostateéné
velké, 1ze realizovat prahovanim. U¢inné je prahovani s hysterezi, pfi ném? se po-
uziva dvou hodnot prahu tiow, thigh. Za body hrany jsou nejprve oznaceny vsechny
pixely, kde je velikost hrany vétsi nez fpi. Déle jsou pak za body hrany oznaceny
také ty pixely, kde je velikost hrany vétsi nez ti,, (ale mensi nez tyg,) a které sou-
sedi s pixelem, ktery byl jiz dfive oznacen za bod hrany. Tento krok lze opakovat
nekolikrat.

7.2.3 Parametrické modely hrany

Reknéme, ze mame rozhodnout, zda je v obraze v misté o soufadnicich (z,y) hrana.
V pozitivnim pripadé mame stanovit také jeji velikost a smér. Mizeme to provést
tak, ze jistym poctem funkénich hodnot obrazové funkce f(x,y) z okoli bodu (x,¥)
prolozime vhodnou plochu, ktera pribéh obrazové funkce aproximuje. O existenci
hrany pak rozhodneme a jeji parametry stanovime na zakladé vysetrovani pribéhu
aproximujici funkce. Aby se potlacil vliv Sumu, proklada se aproximacni funkce zpra-
vidla vétsim poctem funkcénich hodnot obrazové funkce, nez je nejnizsi teoreticky
nutny pocet. Prolozeni lze realizovat minimalizaci souctu ¢tvercii diferenci funke-
nich hodnot aproximac¢ni funkce od funkénich hodnot obrazové funkce ve zvolenych
bodech.

Nejjednodussi plochou, kterou lze jako modelu hrany pouzit, je rovina z = ax +
+ by + c. Nalezneme-li rovinu aproximujici pribéh obrazové funkce v daném misteé,
pak snadno ziskame velikost hrany e(x,y) = |grad(az + by + ¢)| = /(a® + b?) a také
jeji smér p(z,y) = arctan(b/a) + 7/2. Rovinu muzeme nalézt napf. tak, aby co
nejlépe aproximovala pritbéh obrazové funkce ve ¢tyfech bodech f(x,y), f(x+1,y),
flz,y+1)a f(x+1,y+1). Nezndmé hodnoty a, b, ¢ nalezneme minimalizaci chyby
e=lax+by+c— flr,y)P+[alz+1)+by+c— flz+1,y9)2+[ax+bly+1)+c—
—flzy+ )P +[alz +1)+bly+ 1) +c— f(z+ 1,y + 1)]* uplatnénim podminek
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OJe/0a =0, 0e/0b =0, 0 /dc = 0.

Déle ukazeme pripad, kdy je jako model hrany pouzita diimyslnéjsi plocha. Pred-
pokladejme napr., ze v fezu napri¢ hranou ma jas prubéh, ktery je dobre vystizen
funkci

B+ (A—-B)®(&, 0). (7.52)

Vyznam parametri A, B objastiuje obr. 7.17. Funkce ®(&, o) je integralem gaussianu.
Je tedy

£
d(&,0) = / G(t,o)dt, kde G(t,o)=

t=—00

! v (7.53)
ex —_ . .
oV 2 P 202

oEo)
ﬂr—J !

A

Obr. 7.17: Parametricky model hrany (priibéh jasu napii¢ hranou)

Obr. 7.18: Parametricky model hrany (pohled shora)

Abychom presli k dvojrozmérnému piipadu, uvazme, ze nx = p, kde n = (—
—siny, cos @), X = (z,y), je rovnice piimky [ (obr. 7.18). Jestlize bod reprezentovany
vektorem x na primce [ nelezi, pak vzdalenost bodu od primky je £ = nx — p = —
—xsin @ + y cos ¢ — p. Predpokladame-li, Ze hrana lezi na primce [, pak lze pribéh
jasu v okoli bodu hrany dobfe aproximovat funkci

B+ (A—B)P(—zsing+ycosp —p,0). (7.54)
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Celkem ma tedy popsany model pét parametra A, B, o, ¢, p. Hodnota (A — B)
urcuje velikost (vysku) hrany, parametr o jeji strmost a parametr ¢ smér hrany
v bodé x. Parametry lze ur¢it na zakladé podminky, aby se v jistému poctu bodu
(pixelu) lezicich v okoli bodu x hodnoty funkce (7.54) co nejvice primykaly skutec-
nym hodnotam obrazové funkce. Nejmensi pocet bodti umoznujici ilohu resit je pét.
S ohledem na redukci Sumu je vSak vyhodnéjsi volit pocet bodu vyssi. Pro hledané
parametry lze pak sestavit predeterminovany systém, ktery je mozné resit minima-
lizaci chyby. Jistou komplikaci ovSem je, Ze se jedna o problém nelinedrni. K jeho
feseni je proto zapotiebi pouzit numerickych metod.

7.3 Detekce oblasti

V podkapitole 7.1 jsme popsali metody segmentace obrazu, které byly zalozeny na
detekci hranice oblasti. Jind skupina metod se zaméruje primo na vyhledavani celych
oblasti v obraze. Oblasti jsou vyhledavany na zakladé jistym zptsobem zvoleného
kriteria homogenity oblasti. Takovym kriteriem mohou byt napt. konstantni nebo
dosti blizké hodnoty jasu, barvy, pokryti stejnou texturou atd. Protoze ze znalosti
hranice dokazeme urcit také vnitiek oblasti a naopak, zda se, zZe by metody zalozené
na detekci hranic i metody zalozené na detekci celych oblasti mély byt vzajemné
rovnocenné. Uz na obr. 7.1 jsme vSak naznacili, ze tomu tak v praxi nemusi vzdy byt.
Metody zalozené na detekci oblasti jsou ¢asto upfednostnovany u dosti zasumélych
obraztl, kde by detekce hranic byla nespolehlivé. (Sumem zde ale myslime nejen $um
vznikly napt. v kamere; ten zpravidla neni rozhodujici. Rozhodujici byva nadbytecna
a neuzitecnd, nékdy také neocekdvana a obtizné odstranitelna informace v samotné
scéné, kterou kamera snima. Péknym prikladem miize byt, kdyz je objekt zajmu
Castecné prekryt napr. listim stromu.) Metody detekce oblasti lze rozdélit do tri
zékladnich skupin: 1) detekce prahovanim, 2) detekce nartistanim oblasti, 3) detekce
délenim oblasti. V nésledujicim textu se zamérime zejména na prahovani, a to proto,
ze ostatni uvedené techniky jsou casto konstuovany heuristicky, a presahuji tedy
ramec tohoto textu.

7.3.1 Prahovani

Prahovani je nejjednodussi metodou detekce celych oblasti v obraze. V nekompli-
kovanych pripadech se pri tom ale soucasné jedna o metodu rychlou a spolehlivou.
Vysledkem prahovéani je bindrni obraz, v némz je bodim (pixeliim) nalezenych ob-
lasti obvykle prifazena hodnota 1, zatimco zbyvajicim bodim (bodim pozadi) je
pritazena hodnota 0. Pti prahovani se vychazi z predpokladu, ze body hledanych
oblasti maji stejny nebo dosti podobny jas. Jedna z moznych realizaci prahovani spo-
¢iva v tom, zZe pixel je oznacen jako bod oblasti, jestlize jeho jas padne do intervalu
(a,b). Velmi ¢asto je v rozhodovacim kriteriu pouzita pouze jedind hodnota t - tzv.
prah. Body, jejichz jas je vyssi nez hodnota prahu, jsou detekovany jako body hleda-
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svv/

naopak). Prahovdni se tedy dé&je na zakladé predpisu

>
g (z,y) —{ (1): f(x’?iljkm’ b) nebo g (z,y) = { (1): f<ijvi,r?a)k:t . (7.55)

Uspésnost prahovani zavis{ na znalosti spravné hodnoty prahu. Jestlize tuto hodnotu
nezname, je mozné pokusit se ji stanovit na zdkladé informaci ziskanych z obrazu,
ktery méa byt segmentovan. Pro obrazy s bimodalnim histogramem (histogramem
se dvéma vrcholy) jasu se napr. ¢asto doporucuje volit jako hodnotu ¢ prahu hod-
notu, v niz histogram dosahuje mezi obéma vrcholy minima (obr. 7.19). Lze snadno
domyslet, ze tato heuristickd metoda ma racionalni zaklad. Predpoklada totiz, ze
v obraze existuji dva druhy pixeli: pixely nalezici hledanym oblastem a pixely nale-
zici pozadi. Oba druhy pixel jsou pri tom relativné ¢etné a maji dosti odlisny jas,
coz v histogramu dava vzniknout zminénym dvéma vrcholiim. Nejsou-li na druhé
strané uvedené predpoklady splnény, nemusi byt vysledky metody uspokojivé. Ne
vzdy je také histogram bimoddlni.

cetnost

prah jas

Obr. 7.19: Bimodélni histogram jasu

V pripadech, kdy je obraz sice kontrastni, avsak v rtiznych svych ¢astech ma
nerovnomeérnou uroven jasu, nelze ¢asto najit jedinou hodnotu prahu tak, aby vyho-
vovala pro vSechny c¢asti obrazu. V takovém pripadé lze pouzit prahovani s promén-
nou hodnotou prahu, kdy se pro rizna mista obrazu pouziva riznych hodnot prahu.
Metodu lze realizovat tak, ze se obraz rozdéli na nékolik casti a pro kazdou se najde
individualni hodnotu prahu. Je-li histogram trovni jast vysetfované ¢asti obrazu
bimodélni, 1ze hodnotu prahu stanovit napi. postupem popsanym v predchozim od-
stavci. Jestlize ve vySetfované ¢asti obrazu velmi prevazuji bud body oblasti nebo
body pozadi, pak hodnotu prahu z histogramu uvazované casti obrazu spolehlivé
stanovit nelze. V takovém pripadé lze hodnotu prahu stanovit napt. jako pramér
hodnot praht z prilehlych oblasti.

Ukazeme déle dimyslnéjsi metodu stanoveni prahu, ktera je zalozena na minima-
lizaci chyby a na vyuziti poc¢tu pravdépodobnosti. Metoda je pékné. Poukazuje na
skutecnost, ze, presné vzato, nékdy ani nemusi byt mozné pro kazdy pixel spravné
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4(2) p(2)

Obr. 7.20: Stanoveni prahu minimalizaci chyby

rozliSit, zda se jednd o pixel objektu nebo o pixel pozadi. Metoda minimalizace
chyby je typickym postupem, ktery lze v dané situaci uplatnit. Predpokladejme, ze
jasy pixeli oblasti, které maji byt detekovany, maji normalni rozlozeni hustoty prav-
dépodobnosti p(z) se stfedni hodnotou p a smérodatnou odchylkou o (obr. 7.20).
Podobné predpokladame, ze také jasy pixelti pozadi maji normalni rozlozeni hustoty
pravdépodobnosti ¢(z) se stfedni hodnotou v a smérodatnou odchylkou 7 (piisné te-
oreticky vzato nemohou byt ovsem rozlozeni normalni, protoze prakticky jsou jasové
trovné nenulové pouze v jistém intervalu; muze se vSak jednat o dobré pfibliZeni).
Déle ptredpokladejme, ze podil pixeltt hledanych oblasti na celkovém poctu pixeli
obrazu je 6 a ze plati p > v. Predpoklddejme nyni, Ze zvolime prah t. Oznacme P(t)
pravdépodobnost jevu, ze bod hledané oblasti bude nespravné vyhodnocen jako bod
pozadi. Déle ozna¢me Q(t) pravdépodobnost jevu, ze bod pozadi bude spravné vy-
hodnocen jako bod pozadi. Pak 1 — Q(t) je pravdépodobnost, Ze bod pozadi bude
nespravné vyhodnocen jako bod oblasti. Pro pravdépodobnosti P(t) a Q(t) mame
(obr. 7.20)

t t

P(t) = /p(z) dz, Q(t) = /q(z) dz. (7.56)

Déle musime uvazit, ze pomérné zastoupeni bodi objektu v obraze je # a pomérné
zastoupeni bodu pozadi v obraze je (1 — ). Vyslednd pravdépodobnost chybné
klasifikace je pak

e=0P(t)+(1—-6)[1—-Q()]. (7.57)
K nalezeni minima vyraz (7.57) derivujeme a derivaci polozime rovnu nule. Dosta-
Heme oe  OP(t) 2Q(t)
e
Odtud mame
(1= 0)q(t) =6p(t). (7.59)

Podle predpokladu maji hustoty pravdépodobnosti p(z) i ¢(z) normélni rozlozeni.
Je tedy

}, q(t) = L exp {-(t_-;;)?} (7.60)

1 —(t — p)?

p(t) = o eXp{ 57

™27 272
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Dosazenim vztahu (7.60) do (7.59) a logaritmovanim mame

(t—v)? (t —p)?
ln(l—@)—ln7—2—7_2:ln9—ln0—T‘2. (761)
Po upravé dostaneme
6
TQ(t—M)Q—O'Q(t—V)Q:202721Hﬁ. (762)

Vyraz (7.62) je kvadratickou rovnici pro t. K feSeni je zapotiebi znat hodnoty p, o,
v, T, 6. Povsimnéme si blize jesté piipadu, kdy 8 = 1/2 a ¢ = 7. V tomto piipadé
se rovnice (7.62) zjednodusi na tvar

(t—p)?=({t—v)?. (7.63)

Resenim rovnice (7.63) je intuitivné oéekdvand hodnota t = (u + v)/2.

Trebaze jsme metodu v ivodu oznacili za péknou, pozorny ¢tenaf nyni jiz prav-
dépodobné vidi urcité nedostatky. Metoda predpoklada, ze hustoty p(z) a q(z) zisté-
vaji nezménéné pro vSechny zpracovavané obrazy, na nez je pak aplikovana stanovena
hodnota ¢ prahu. To je v praxi ne vzdy splnitelné, protoze svételné podminky pfti
snimani jednotlivych obrazii se mohou ménit. Po pravdé je zapotiebi pripustit, ze
v praxi bychom hodnotu prahu velmi c¢asto urcili zkusmo.

7.4 Segmentace jako tloha o minimalizaci funkci-
onalu

Vv

metodami segmentace. Necht 2 je oblast, nad niz je definovan obraz. Dale necht
uo(z) je obraz, ktery mé byt podroben segmentaci. Bez ijmy na obecnosti muzeme
predpokladat 0 < ug(z) < 1, x € Q (predpokldddme obrazy ve stupnich Sedi).
Hleddme obraz u(x), ktery je opét definovan nad Q. V hledaném obraze je K C Q
uzavienda mnozina bodt, v niz mize byt hledany obraz nespojity. Je-li IV topologicka
dimenze mnoziny €2, pak topologickd dimenze mnoziny K je N — 1. Presné vzato,
spo¢iva Teseni tlohy o segmentaci obrazu v nalezeni dvojice (u, K) tak, aby byly
splnény jisté vlastnosti, které uvedeme v dalsim textu.
Mumford a Shah navrhli fesit lohu o segmentaci obrazu minimalizaci funkcio-
nalu
F(u,K) = / (u— up)? dx—i—a/ |7ul? dx—i—ﬂ/da. (7.64)
O\K O\K K
Ve funkcionalu (7.64) maji jednotlivé ¢leny nésledujici vyznam: o a 3 jsou predem
zvolené konstanty - vahy, které byvaji stanoveny experimentalné. Prvni ¢len funkci-
onalu zajistuje, aby se nalezeny obraz u co nejvice primykal obrazu zadanému uy.
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Druhy ¢len vyjadiuje oc¢ekavani, ze mimo body patiici do K (v nichz se pripousti ne-
spojitost) by mél byt nalezeny obraz u co nejhladsi. Treti ¢len vyjadiuje pozadavek,
aby délka (mira) oblasti, v niz nalezeny obraz nespojity, byla co nejmensi.

Néktefi autofi pozdéji kritizovali, ze tfeti ¢len ve funkciondlu (7.64) neni defino-
van dostatecné presné a navrhli funkciondl ve tvaru

F(u,K)= / (u—up)® dz + a / Ivul> dz + fHN T (K) (7.65)

Q\K Q\K

kde HY=Y(K) je Hausdorffova mira mnoZiny K. Zjednodusenim funkcionalu (7.65)
pak dale muzeme ziskat funkcional

E(u,K) = / (u—up)® dz 4+ SHN 1 (K). (7.66)

Q\K

Ve srovnani s funkciondlem (7.65) chybi ve funkcionélu (7.66) ¢len pozadujici hlad-
kost hledaného obrazu. To mé své opodstatnéni. Funkcionalu lze dobre vyuzit tehdy,
jestlize predpokladame, ze je jas hledaného obrazu nad jednotlivymi oblastmi vy-
mezenymi mnozinou K konstatni. Druhy ¢len ve funkcionédlu (7.65) pak vymizi.

Minimalizace funkcionalt (7.64) az (7.66) je otiznd. Obtiznost spociva v tom,
ze se minimalizuje vzhledem ke dvéma neznamym, které maji rozdilnou povahu: u
je funkce nad N-dimenziondlnim prostorem; K je (N — 1) dimenziondlni mnozZina
bodi. Urcitého zjednoduseni lze dosdhnout, jestlize se predpokld, zZe nezndmou je jen
obraz u a ze K lze odvodit z u jako mnozinu bodt, kde u vykazuje skok. Oznacme
tuto mnozinu S,,. Funkciondl (7.64) lze pak zapsat ve tvaru

G(u) = /(u —up)® dz + a/ Ivul” dz + BHNL(S,). (7.67)

Q

7.4.1 Aktivni kontury ,,bez hran*

Tato metoda spadéd do segmentace pomoci minimalizace funkcionalu. Uloha je fe-
sena pomoci tzv. level seti. Zajimava je myslenka nevyuzit pfimo hranovych bodu
v obraze (proto se v nazvu metody objevuje termin bez hran). V ptvodni varianté
metody se uvazuji objekty, o nichz se predpokladd, Ze maji vSechny stejny a kon-
statni jas, a dale pozadi, u néhoz se také predpoklada konstantni jas. Funkcional,
ktery se ma minimalizovat (Chan-Vese funkcional, CV funkciondl), je tvaru

F(C,c1,¢0) = pu - length (C') + v - area (inside (C)) +
"—)\1 / |U(] — cl\2dxdy +

inside(C)

+2 / lug — ¢o|*dady, (7.68)
outside(C')
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0

kde C, ¢1, ¢y jsou nezndmé (hranice objeti, jas objektt, jas pozadi); pu = 0, v ,
= ze

A1, A2 2 0 jsou predem zvolené parametry (obvykle se ale voli v = 0, A\; = Ag).
si povsimnout podobnosti CV funkciondlu s MS funkcionalem, ktery je tvaru

=
L

FMS(y,C) = / (a|Vul* + Blu — uo|*) dzdy + length (C) . (7.69)
a\c

Funkcional CV je skutec¢né specialnim pripadem funkcionalu MS, kdyz funkci jasu
nad objekty (pozadim) predpokladdme konstantni (hodnoty ¢y, ¢s). Zavedeme tako-
vou funkci ¢, Ze na hranici objekti je ¢ = 0, uvnitt objekti je ¢ > 0 a vné objektl
(v mistech pozadi) je ¢ < 0 (level set funkce). K dalsimu odvozeni vyuzijeme Hea-

visidovu funkci
1, kdyz 220,

H(x) = { 0, kdy# z<0. (7.70)

Poznamenejme dale, ze plati L H(z) = 6(z). S vyuZitim doposud uvedeného lze
funkcional (7.68) prepsat ve tvaru

F(o.cv,ca) = [ 5(6)|Voldady + v [ (0)dody +
Q Q

Y / o — e1[2H (¢) dady +
Q

+Ao / (ug — o) (1 — H (¢)) dady . (7.71)
Q
Jestlize ¢ ponechame konstantni a minimalizujeme F(¢, c1, o) s ohledem na ¢y, o,
dostaneme f H(6)dad
u xdy
c1(¢) = 222 : (7.72)
Jo H(¢)dxdy
1-H dzd
62(¢) _ fQ uo( (¢)) ray (773)

- Jo (L= H(9) dady

Je ztejmé, Ze hodnoty c1(¢), ca(¢) maji vyznam stiedni hodnoty jasu nad objekty,
pripadné nad pozadim. Nyni naopak minimalizujme F (¢, ¢1, ¢2) podle ¢. Obdrzime
nasledujici Euler-Lagrangeovu rovnici

{ % =0 (¢) [udiv <%) — v = M(uo — ¢1)* 4+ Ao (ug — 02)2] in €2,

6(¢) 9 _
V_¢% =0 na GQ

(7.74)
Aby bylo mozné rovnici numericky fesit, zavadi se regularizace odstranujici nespo-
jitost funkce H(z). Funkci H(z) lze nahradit pfibliznou hodnotou H.(z) dle vztahu

5
€2 422

H.(z) = % <1 + %arctan (g)) , Op(z) =H.(z) = % : (7.75)
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Nyni jiz 1ze rovnici (7.74) Tesit postupy, které jsou v daném kontextu obvyklé. Jednd
se vlastné o obycejnou integraci. Jako poc¢ateéni hodnoty funkce ¢(x) se berou zna-
ménkem opatiené vzdalenosti jednotlivych bodt obrazu od pocatecni predem zvo-
lené (odhadnuté) kiivky. Funkce ¢, ktera je fesenim nalezena, ukazuje svymi klad-
nymi, zapornymi a nulovymi hodnotami, kde se nachéazi objekty, pozadi a hranice
mezi nimi. K dosazeni dobrych vysledki (numerické stability) je zapotiebi dbét ur-
¢itych pravidel (vhodna integracni schémata). Cas od ¢asu miize byt také zapotiebi
hodnoty funkce ¢(x) prepocitat pomoci tzv. reinicialaizace. Rozbor podrobnosti
ovsem presahuje moznosti tohoto stru¢ného tvodniho textu.

7.5 Zpracovani binarnich obrazua

Binarnim obrazem nazyvame takovy obraz, v némz obrazova funkce v kazdém bodé
(v kazdém pixelu) nabyva jedné ze dvou moznych hodnot. Bindrni obrazy jsou zpra-
vidla vysledkem metod provadéjicich segmentaci obrazu (v pixelech nélezicich ob-
jektum napr. obrazova funkce nabyva hodnoty 1, v pixelech pozadi nabyva hodnoty
0). Pfed tim, nez jsou bindrni obrazy analyzovany, lze je zpracovat nékterym ze
specialnich postupu, které dale ve stru¢ném prehledu popiseme.

7.5.1 Matematickda morfologie

Tviircem matematické morfologie je Serra [15]. Jako piiklad o néco mladsi publikace
zabyvajici se touto problematikou uvedme alespon préci [7]. Teorie matematické
morfologie je dosti obsahld, a proto miuzeme v tomto textu uvést pouze zakladni
informace. Omezime se pouze na binarni obrazy. Oznac¢me B vstupni binarni obraz.
Dale budeme pracovat s pomocnym binarnim obrazem S. Vyznam tohoto pomoc-
ného obrazu bude obdobny jako vyznam masky u konvoluce - budeme jej postupné
priklddat na riznd mista obrazu B. Oznaceni S,, budeme pouzivat pro obraz, ktery
vznikne translaci pomocného obrazu S tak, aby pocatek obrazu S padl do bodu
o soutadnicich (z,y) (obr. 7.21). Zakladnimi operacemi matematické morfologie jsou
eroze a dilatace. Tyto operace jsou definovany nasledujicimi vztahy (obr. 7.22)

E=B®S = {(r.y)[S,, B} (7.76)

D=Ba&S={(z,y)|S., "B #£0}. (7.77)

Vysvétleme podrobnéji vyznam vztahu (7.76). Erozi bindrntho obrazu B za pouziti
masky S vznikne obraz E, ktery je opét binarni. Predpokladejme, Ze jednotlivé body
bindrniho obrazu nesou hodnotu 0 nebo 1. V bodé o souradnicich (z,y) je v obraze E
hodnota 1, jestlize je v obraze B hodnota 1 alespon na téch mistech, kde je hodnota
1 v masce S,,. Jinak je v obraze E v bodé o soufadnicich (z, y) hodnota 0. Ve vztahu
(7.76) jsou obrazy formalné reprezentovany jako mnoziny - jednd se o mnoziny pixelt
nesoucich hodnotu 1. Analogicky by bylo mozné interpretovat také vztah (7.77).
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— == »

Obr. 7.21: K vyznamu masky u morfologickych operaci

Dalsimi casto pouzivanymi operacemi matematické morfologie jsou otevreni
a uzdvér. Otevieni je definovano jako eroze nasledovana dilataci (vztah (7.78)). Uza-
vieni je naopak dilatace nasledovand erozi (vztah (7.79)). Mame tedy

BoS=(B®S)®S, (7.78)

BeS=(B&S)xS. (7.79)

Z definice je zfejmé, ze otevieni eliminuje malé a tenké objekty a rozdéluje objekty
v mistech, kde jsou tenké. Uzavieni naopak vyplnuje malé a tenké diry v objektech
a spojuje objekty, které lezi blizko sebe. Poznamenejme, ze nékdy mize byt vyhodné
pouzit vétsiho poctu otevieni nebo uzavieni po sobé. Alternativné muze také byt
otevieni a uzavreni realizovano také tak, Ze je pouzito vétsiho pocCtu operaci eroze
a stejného poctu operaci dilatace.

Puvodni tvar Dilatace Eroze

Obr. 7.22: Dilatace a eroze

Uzite¢nou tpravou binarniho obrazu, pfi niz mtze byt pouzito morfologickych
operaci, je ztenc¢ovani. Cilem ztencovani je reprezentovat objekty v obraze jako li-
nearni utvary (obr. 7.23). Ztenc¢ovani muze byt realizovino pomoci opakované pro-
vadéné eroze (tj. opakovanym odstranovanim krajnich pixeli z objektu). Postup
provadéni kazdého erozniho kroku je pri tom modifikovan tak, aby nedoslo k po-
ruseni souvislosti objektu. Pri praktickém vypoctu jsou dle vztahu (7.76) nejprve
detekovany pixely objektu kandidujici na to, Ze do nich bude zapsdna hodnota 0
(tj. budou z objektu odstranény). Tato hodnota je pak ale skuteéné zapsana jen do
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nekterych z kandidujicih pixeli. Pixely jsou vybrany tak, aby zapisem hodnoty 0
nedoslo k rozdéleni zbyvajici ¢asti objektu na vice casti. Proces opakovaného pro-
vadéni eroze pokracuje tak dlouho, dokud zbyld ¢ast objektu nema vsude tloustku

jeden pixel.

e

Obr. 7.23: Objekt pred a po ztenceni
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Kapitola 8

Zpétna stereoprojekce

Mame-li k dispozici nékolik obrazu téze scény, které byly ziskany nékolika kame-
rami umisténymi ve scéné nebo jedinou kamerou umisténou postupné do rtznych
mist, pak 1ze za jistych okolnosti provést rekonstrukci scény. Nejmensi pocet kamer
(pripadné mist), které jsou k provedeni rekonstrukce zapotrebi, jsou dvé (obr. 8.1).
Rekonstrukei pfi tom rozumime, ze pro zvolené body dokazeme na zakladé sourad-
nic jejich obrazii zachycenych kamerami vypocitat trojrozmérné souradnice ve scéné.
Reseni naznaceného problému podrobnéji popiseme v nasledujicich podkapitolach.

8.1 Model kamery

Predpokladame, ze vztah mezi objekty pozorovanymi kamerou a jejich obrazy je li-
nearni projektivni transformaci. Modelem kamery je tedy dirkova komora. Ve scéné
zavedeme globalni soufadny systém (O, x,y, z) (obr. 8.1). Uvazujme i-tou kameru
(pripadné i-tou polohu kamery). Pro oznaceni veli¢in vztahujicich se k i-té kamefe
pouzijeme symbolli s indexem i. Stfed projekce i-té kamery je O;; m; je zobrazo-
vaci rovina. Kolmice vedena z O; na rovinu 7; je opticka osa kamery. V zobrazovaci
roviné kamery lezi zarfizeni zachycujici obraz (jednd se napriklad o pole snimacich
elementi CCD ¢ipu, pripadné o svétlocitlivou vrstvu). Souradnice bodu v obra-
zech méfime v soufadném systému (Z;, u;,v;) (obr. 8.1). V piipadé CCD kamery
jsou c¢asto souradné osy tohoto systému hranami pole snimacich elementii. Ortogo-
nalni souradny systém (O;, z;, y;, 2;) je souradnym systémem kamery. Jeho osa z; je
identickd s optickou osou kamery, osa x; je rovnobézné s osou u; (v pripadé CCD
kamery tedy s hranou pole snimacich elementii). Déle v obraze zavedeme souradny
systém (O}, z},y}). Bod O} lezi v misté, kde optickd osa kamery protind zobrazovaci
rovinu. Osa 2, je rovnobézna s osou z;, osa y, je rovnobézna s osou y;. Vzdélenost
fi = dist(O;, O) je ohniskovou vzdéalenosti kamery.

Uvazujme néjaky bod X scény. V souradném systému (O, x,y, z) je bod X repre-
zentovan vektorem x = (z,y,2)". V soufadném systému (O;, z;, v, 2;) je tentyz bod
reprezentovan vektorem x; = (;,¥;, z;) | . Pro transformaci ze soufadného systému
(O, x4, yi, z;) kamery do globalniho souradného systému (O, z,y, z) scény muzeme
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Obr. 8.1: Zpétna stereoprojekce
psat

kde matice R; popisuje rotaci kamery a vektor o; (zadany v souradném systému
(O,x,y, z)) reprezentuje stied projekce O;. Necht X; je bod v zobrazovaci roviné
i-té kamery a tento bod necht je obrazem bodu X scény. Souradnice bodu X; mé-
fené v soutadném systému (Z;, u;, v;) jsou (u;, v;). Tyto souradnice usporaddme do
trojrozmérného vektoru u; = (u;,v;, 1) 7. V soufadném systému (O}, x}, 1/}) je poloha
bodu X; popsdna vektorem x; = (z},9/,1)" = Qsu;, kde Q; je matice popisujici
transformaci ze soufadného systému (Z;, u;,v;) do soufadného systému (O}, z}, yi).
Snadno ovérime, ze plati

-1

1 0 wy, 1 0 0 1 —cotgb; 0
Q = 0 1 wp, 0 s O 0 1/sinf; 0
00 1 [0 01 0 0 1
[ 1 —cotg 6; wuy, -
=10 s/sinb; wy, (8.2)
0 0 1

Jednotlivé symboly v matici Q; maji nasledujici vyznam (obr. 8.2). Hodnoty wuy;,
vo; jsou soutadnice (mérené v souradném systému (Z;, u;, v;)) bodu, v némz opticka
osa proting zobrazovaci rovinu kamery. Uhel §; modeluje moznou odchylku pole sni-
macich elementt CCD senzoru od ortogonality, pripadné moznou tchylku kolmosti
zobrazovaci roviny a optické osy. Souradny systém (Z;, u;, v;) tedy nemusi byt orto-
gondlni, ale v praxi je hodnota 6; obvykle velmi blizkd 7/2. Vyznam méritkového
faktoru s; je nasledujici: U kamer s CCD ¢ipem zohledniuje mozné diference rozmért
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Obr. 8.2: K vyznamu prvki matice Q.

snimacich elementi ve sméru osy u a v. Jestlize je vystup kamery analogovy, pak
parametr s; zohledniuje také mozné zkresleni rozmért snimacich elementit zptso-
bené naslednou zpétnou digitalizaci analogového signalu. Ze vztahu (8.2) je zfejmé,
ze parametrem s; korigujeme pouze pomérné zkresleni délek na osach - skutecéna
celkova velikost obrazu bude vzata v ivahu hodnotou ohniskové vzdalenosti. Pozna-
menejme, 7e matice Q; ' popisuje transformaci v opa¢ném sméru nez matice Q;,
tedy ze souradného systému (O}, %, y!) do souradného systému (Z;, u;, v;). Zda se
nazornéjsi sestavit pravé matici Q, ! Matici Q; ziskdme inverzi. Tento postup jsme
uplatnili ve vztahu (8.2). Zavedeme déle matici

1 0 O
F, =01 0 (8.3)
00 —f;
Snadno ovérime, ze plati
x; = MFiQiu; (8-4)

kde \; je redlny parametr. S vyuzitim vztahu (8.1) obdrzime

pripadné
)\iui = (RZFZQZ)_l (X - Oi) . (86)

Parametry obsazené v maticich F;, Q; (fi, woi, voi, 0;, $;) jsou vnitini (tzv. intrinsické)
parametry kamery. Matice Q; zohlednuje nékteré rozdily mezi skutecnou a idealni
kamerou. V jednoduchych teoretickych tivahach se nékdy predpoklada Q; =1 (jed-
notkova matice). Hodnoty R,;, o; popisujici polohu kamer v prostoru se nazyvaji
vnéjsimi (tzv. extrinsickymi) parametry kamery. Zakladni tilohou pocitacového ste-
reovidéni je na zékladé soutadnic (u;,v;) obrazu né&jakého bodu scény zjistit jeho
prostorové soufadnice (z,vy, z). K TesSeni této tlohy je zpravidla nejprve nutné pro-
vést tzv. kalibraci kamery. Ukolem kalibrace je stanovit vnitini a vnéjsi parametry
kamery. Jen ve vyjimeénych pripadech, kdy jsou parametry kamery predem znamy,
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muze kalibrace chybét (od vyrobce napt. mizeme znat hodnoty vnitinich parametri,
umisténi kamer v prostoru mizeme nékdy dostatecné presné zmérit).

Vztahy popisujici promitani realizované kamerou se zjednodusi, jestlize pouzi-
jeme homogennich souradnic. (Pfedpokldddame zde, Ze je ¢tenal obezndmen alespon
s elementarnimi pojmy z projektivni geometrie. V pripadé potieby lze potfebné zna-
losti ziskat napf. z praci [17], [3], [13]). Ostatné jiz diive jsme vektor u; zavedli jako
u; = (u;,v;,1) 7, coZ lze interpretovat jako homogenn{ soufadnice bodu X; v dvojroz-
mérném projektivnim prostoru. Déle navic pripustime, aby homogenni soutradnice
nabyvala obecné hodnoty w;, tedy u; = (w;u;, w;v;, w;) . Podobné popiseme v homo-
gennich soutadnicich i polohu bodu X vzhledem ke globalnimu soufadnému systému
scény. Polozime x = (z,y, z,1) . Projektivn{ transformaci realizovanou kamerou Ize
nyni zapsat ve tvaru

Matice P; rozméru 3 x 4 popisuje transformaci. Vztahy (8.5), (8.6), (8.7) popisuji
riznymi prostiedky tutéz transformaci a jsou vzajemné ekvivalentni. V dalsim textu
budeme podle potieby pouzivat vzdy ten tvar, ktery je pro danou tlohu nejvyhod-
néjsi. Porovndnim vztahu (8.7) se vztahem (8.6) zjistujeme, ze matice P; zahrnuje
vliv vnéjsich i vnitinich parametrt kamery.

8.2 Dvojice kamer s rovnobéznymi
optickymi osami

Nejprve ukazeme jednoduchy pripad ilustrujici, Ze rekonstrukce je mozna. Predpo-
kladejme, ze mame dvé kamery, které jsou usporadany podle nasledujicich podminek
(obr. 8.3): 1) Obé kamery maji rovnobézné optické osy. 2) Predpoklddame, ze plati
Q1 = Qs =1, tedy 2] = uy, ¥} = v1, b = ug, yh = vy. 3) Souradné osy uq, us
lezi v jedné piimce. 4) Soutadné osy vy, vy jsou rovnobézné. 5) Vzdélenost optickych
stredt kamer je b. 6) Pocatek globalniho soufadného systému scény puli spojnici Oy,
O a osy globélniho systému jsou rovnobézné s osami uq (us), v1(ve). 7) f1 = fo = f.
Uvazujme ve scéné bod X o souradnicich (z,y, z). Bod X se promita do bodu X,
X lezicich v zobrazovacich rovinach prvni a druhé kamery. Souradnice bodi X7, X,
métené v obrazech ziskanych kamerami jsou (uq,v1), (uz, v2). Z podobnosti trojtihel-
niki snadno obdrzime nésledujici vztahy (predpoklddame, Ze ohniskova vzdélenost
f se zadava jako kladna hodnota)

r+b/2 w x—b/2  u

==, —=—. 8.8
— 7 — 7 (8.8)
Analogické vztahy snadno zapiseme také pro souradnici y. Mame
v v
Yy _n ¥y _ (8.9)
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V rovnicich (8.8) jsou z, z nezndmymi. Ostatni hodnoty jsou zndmé. Resenim sou-
stavy pro z ziskdme
bf

z=— (8.10)

Ul_u2.

S vyuzitim rovnic (8.8), (8.9) pak snadno také nalezneme hodnoty z, y. Vychazi

b(u1 + ’LLQ) b(?}l + Ug)
=, Y=o
2(U1 — Ug)

a3 (8.11)

Obr. 8.3: Kamery s rovnobéznymi optickymi osami

8.3 Absolutni kalibrace a rekonstrukce

V tomto odstavci ukdzeme postup, v némz se kalibrace provadi na zakladé toho, ze
pro jisty pocet tzv. kalibracnich bod zname jak souradnice u;, v; jejich obrazi tak
i jejich souradnice x, y, z v soufadném systému scény (nazev absolutni kalibrace
je odvozen od pozadavku znéat soutadnice x, y, z kalibracnich bodi). Zaméfime se
na pripad, kdy mame pouze dvé kamery (i = 1,2). K odvozeni vyslednych vztahu
pouzijeme homogennich souradnic a vyjdeme ze vztahu (8.7). Matici P; rozepiSeme
do t¥{ fddkovych vektorii rozméru 1 x 4. Mdme pak P; = (p;1, Pi2, Pi3) . Rovnici
(8.7) 1ze nyni prepsat takto

W;U; Pia1
wiv; | = | Pi2 | X. (8.12)
Wy Pi3

Predpokladejme nyni, Ze zname projekéni matice Py, Py obou kamer. Dale pred-
pokladejme, zZe je ve scéné bod, jehoz obraz ziskany prvni kamerou ma souradnice
uy, v1 a obraz ziskany druhou kamerou ma souradnice us, vo. Ukdzeme, jak 1ze re-
konstruovat trojrozmérné souradnice x, y, z tohoto bodu. Polozme x = (x,y, z, 1).
Z posledniho radku rovnice (8.12) mame

w1 = P13X, W = P23X. (8.13)
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Dosazenim rovnic (8.13) do prvnich dvou radku vztahu (8.12) rozepsaného pro prvni
i druhou kameru dostaneme

P11X — U1P13X
P12X — U1P13X
P21X — U2P23X
P2,2X — U2P23X

(8.14)

o O OO

Vztah (8.14) je linedrni nehomogenni (uvazme, Ze x = (x,y, z, 1)) soustavou rovnic
pro neznamé hodnoty souradnic z, y, z. Protoze pro tfi neznamé jsou k dispozici
¢tyTi rovnice, jde o soustavu predeterminovanou. Predeterminovanosti 1ze vyuzit ke
zmenseni vlivu chyb, které mohou byt do vypoctu vneseny nepresnym zadanim ¢i
mérenim. Hodnoty wuq, vy, us, vo souradnic mérenych v obrazech byvaji totiz zatizeny
sumem, ktery vznika nepresnym odecitanim souradnic v obraze. Do této kategorie
nepresnosti patii i pripad, kdy jsou v digitalizovaném obraze souradnice méreny
pouze celo¢iselnymi (nikoli redlnymi) hodnotami (nékdy udéavame souradnice pixelu,
do kterého obraz rekonstruovaného bodu padne, jako celo¢iselné). Reseni linearnich
predeterminovanych systému lze provést metodou nejmensich ¢tverct.

7 ptedchoziho vykladu vyplyva, ze jsou-li k dispozici projekéni matice P;, pak lze
provést rekonstrukei souradnic bodt. Postup, v némz jsou projekéni matice stano-
veny, se obvykle nazyva kalibraci kamer. Ukédzeme metodu, jak 1ze kalibraci provést.
Dosadme opét (8.13) do prvnich dvou fadki vztahu (8.12) a provedme transpozici
obou takto ziskanych rovnic. Obdrzime

TAT TAT
X P — X Py =0,

XTPZTQ - UiXTPiT,3 =0. (8'15)
Usporadejme zatim neznamé prvky projekéni matice P; do sloupcového vektoru
pi = (pZ-T17 pIQ, piT3)T. Vztahy (8.15) lze pak prepsat maticové takto

XT OT —uiXT pz,l 0
|: OT XT —U‘XT p;:—,_2 = 0 . (816)
' Pis

Rozepsano tedy

xry 21 0000 —wr —wy —uz —u |0
{ 000z vy 2 1 —vyxr —vy —viz —v Pi= 1 |- (8.17)

Vidime, ze kazdy kalibra¢ni bod pfispiva k nalezeni prvki projekéni matice dvéma
rovnicemi. Stanoveni dvandcti neznamych prvka projekéni matice provedeme na za-
kladé rovnic poskytnutych dostatecnym poctem kalibra¢nich bodi. Ukazeme ale,
ze projekéni matici bude mozné pomoci kalibra¢nich bod stanovit az na redlného
nasobitele. Uvedenou nejednozna¢nost lze snadno ilustrovat pomoci rovnice (8.7).
Nasobme levou i pravou stranu rovnice libovolnym nenulovym redlnym nasobitelem
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1. Protoze v homogennich soutadnicich vektor pu; reprezentuje tentyz bod obrazu
jako vektor u;, musi byt také matice uP; nutné spravnou projekéni matici. Nejedno-
znacnost vyresime zavedenim doplnujici podminky. Snadno lze napt. realizovat po-
stup, kdy néktery z prvka projekéni matice polozime roven zvolené hodnoté (napf.
roven jedné). Jistou potiz vSak v tomto pripadé pusobi rozhodnuti, ktery ze ¢lenta
projekéni matice bychom méli takto nastavit (zejména se nesmime pokouset takto
nastavit clen, ktery by mél vyjit nulovy). Cistsf moznosti je pozadovat, aby vhodna
norma projekéni matice byla rovna zvolené hodnoté. Muzeme napt. pozadovat, aby
soucet ¢tverctl vsech prvki projekéni matice byl roven jedné. V tomto pripadé vsak
bohuzel obdrzime nelinearni tlohu, coz je podstatna komplikace.

Podkapitolu mtzeme uzavrit konstatovanim, ze mame-li k dispozici pro kazdou
kameru alespon 6 kalibracnich bodi a zvolime-li doplnujici podminku, mizeme pro
feseni prvkiu projekéni matice sestavit systém rovnic a prvky jednoznacné vytesit.
I pri pouziti minimalniho poctu Sesti bodi je ovSem tento systém predeterminovany.
Pro eliminaci Sumu (Sumem opét mohou byt zatizeny zejména hodnoty soutradnic
u;, v; zméfené v obrazech) byva vsak v praxi pocet kalibrac¢nich bodi mnohem vyssi,
nez je uvedené teoreticky nutné minimum.

8.4 Relativni kalibrace a rekonstrukce

Casto pfichézi v tvahu tloha, kdy miiZzeme méfit pouze soufadnice bodt v obrazech
ziskanych kamerami. Trojrozmérné souradnice zadného bodu ve scéné pri tom nejsou
k dispozici. Takova situace muze nastat napr. v pripadé vizualniho systému robota,
ktery pracuje v predem neznamé scéné. Ukazeme, Ze i za této situace lze scénu
rekonstruovat. Uvazujme opét situaci, kdy mame k dispozici dvé kamery, pripadné
dva obrazy sejmuté ze dvou rtiznych mist jedinou kamerou. Zavedeme matici rotace
R a vektor posunuti b = Oy — Oy, které provadéji transformaci ze souradného
systému druhé kamery do souradného systému prvni kamery podle vztahu

Pfipomertime, Ze R je ortonormdlni matice a Ze R = R.R,R,, kde R,, Ry, R jsou
matice odpovidajici postupné provadénym rotacim kolem os xg, 42 a 25. Zavedeme
vektor ¢ = (¢u, @y, p-) obsahujici odpovidajici tihly rotace. Matice R, R,, R,
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pak maji tvar

[ 1 0 0

R, = 0 cosp, sing, (8.19)
| 0 —sing, cosp, |
[ cos py 0 —singp,

R, = 0 1 0 (8.20)
| sing, 0 cosyp,
[ cosyp. sing, 0]

R, = —sinp, cosp, 0 (8.21)
i 0 0 1]

Jak ukazeme pozdéji, lze v procesu relativni kalibrace ur¢it pravé matici R a vektor
b. Zname-li matici R; a vektor oy urcujici polohu prvni kamery v globalnim sou-
fadném systému scény, pak muzeme hodnoty R, 09 ze vztahu (8.1) urcujici polohu
druhé kamery vyjadrit vztahy

09 = Rlb + o0y, R2 = RlR . (822)
Hodnoty R, 01 popisuji vztah mezi souradnym systémem prvni kamery a globalnim
souradnym systémem scény. Tento vztah nelze v procesu relativni kalibrace urcit.
Nékdy mohou byt hodnoty Ry, 07 znamy predem. Jestlize tomu tak neni, pak pro
mnoho tloh postaci polozit R; = I a 0, = 0, coz znamend, Ze globalni souradny
systém scény ztotoznime se souradnym systémem prvni kamery a souradnice bodu
ve scéné tak mérime v souradném systému prvni kamery.

7’2." 62 Z
o’

Vi fl X
Lok

u
B‘ Zi

Obr. 8.4: Rekonstrukce polohy bodu
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Predpokladejme nyni nejprve, ze kalibrace jiz byla provedena a ze matice R;
a vektor o; (i = 1,2) z rovnice (8.1) jsou jiz pro obé kamery zndmy. Nejprve uka-
zeme, jak 1ze provést rekonstrukei trojrozmérnych souradnic bodu, zname-li sourad-
nice jeho primeéta v obrazech ziskanych obéma kamerami. Necht X oznacuje rekon-
struovany bod. V soutadném systému (O, x, y, z) necht je bod X reprezentovan vek-
torem x = (z, vy, z). Necht X; je obraz bodu X ziskany i-tou kamerou. V souradném
systému (Z;, ug, v;) necht je bod X; reprezentovan vektorem u; = (u;,v;,1)". V sou-
fadném systému (O, x,y, z) je piimka (O;X;) popsdna rovnici o; + \;R;F;Q,u;, kde
A; je redlny parametr. Obé piimky (O;X;) (i = 1,2) by se teoreticky mély protinat
v bodé X. Opét je ovsem opravnéné predpokladat, ze hodnoty souradnic v obrazech
nelze mérit zcela presné. Proto necht v tomto odstavci pojednavajicim o rekonstrukei
souradnic bodu znaci u; prakticky zjisténé vektory souradnic, jejichz slozky jsou
zatizeny sumem méreni. Podobné bude nyni X; znacit prakticky zjisténou polohu
prumétu bodu X v obraze ziskaném i-tou kamerou. Je-li méreni zatizeno chybami,
pak jiz bod X obecné nebude lezet soucasné na obou ptimkéach (O;X;) (obr. 8.4).
Polohu bodu X lze stanovit na zakladé podminky, aby soucet ¢tvercti vzdalenosti
bodu X od obou pfimek byl minimélni. Hleddme tedy minimum

2
min Z diSt2 (X, o; + )\ZRZFZQZul) . (823)

i=1
Pro strucnost matematickych vyrazu, které budou nasledovat, zavedeme vektor

RF,Quu;

= . .24
v R, F;Q,u,| (8.24)

Na zakladé vlastnosti skaldarniho soucinu pro hodnotu parametru \; snadno nalez-
neme vztah

A =[x — o cosp; = (x —0;) ;. (8.25)

Obr. 8.5: Stanoveni vzdalenosti bodu X od promitaciho paprsku

Necht A,; oznacuje vektor vzdélenosti bodu X od piimky (O;X;) (obr. 8.5). Je
ziejmé, ze A; = (x — 0;) — A\;v;. Soucet ¢tverctu vzdalenosti miuzeme nyni vyjadrit
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pomoci vztahi

e = Z ATA; = Z [(x —0;) — \vi] ' [(x — 0;) — A\vi] =

2
- Z [xTx — 202-Tx — 2)\Z»VZTX + o;roi + 2)\;0; v; + )\?VZTV,} . (8.26)
i=1

Derivovanim ziskdme

)\ O\ O\
_QE ‘v]x o'V ——vIvi]| . 2
' [ —\iv; + % Vi + N\ o Vi Vi (8.27)

Z rovnice (8.25) vyplyva, ze 0\;/0x = v;. Polozime-li 0e/0x = 0, pak po tpravach
obdrzime vztah

i [x— (vix i Vi) vi] . (8.28)

i=1 =1

Regenim rovnice (8.28) ziskdme pro hledany vektor x predpis

X = [22: (I- vivj)] _ 22: vi) vil . (8.29)

=1

Nyni se vratime k problému kalibrace a ukédzeme, jak lze zjistit matici R a vektor
b, kterych lze podle rovnice (8.22) pouzit ke zjisténi matice Ry a vektoru oy (jak
jsme jiz difve uvedli, predpokladdme, Ze matici R; a vektor o; zndme). Uvazujme
bod X scény. V obrazech ziskanych prvni a druhou kamerou se tento bod zobrazuje
na body X;, Xs. V soutadném systému (Oq, x1,y1, 21) jsou sméry piimek (O;X;),
(09 X5) reprezentovany vektory x1, Rxs. JestliZe jsou polohy bodi X, X5 v obrazech
urCeny presné, pak lezi primky (O1X1), (O2X5), (0102) v jedné roviné. Podminku
koplanarity lze matematicky zapsat vztahem x; - (b x (Rx3)) = 0. Zapisem [b]y
oznac¢ime antisymetrickou matici realizujici vektorovy soucin, tj. matici, ktera pro
kazdy vektor a vyhovuje podmince [b]xa = b x a. Lze snadno ovérit, ze plati

0 —b, b,
bl,=1| b 0 —b |. (8.30)
b, by 0

Prepiseme-li nyni podminku koplanarity do maticového tvaru, obdrzime rovnici
x| [b]xRxy = 0. Dosadime-li do podminky rovnici (8.4), dostaneme

u/ Q[ F/ [b], RF2Qou, =0, (8.31)

pripadné
u Q/F/ [b], R.R,R,F,Qou; = 0 (8.32)
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nebo také

u; Cuy =0,
kde C=QF] bl RF2Q:=Q/F/ [b], R.R,R,F2Q;. (8.33)

Rovnice (8.31), (8.32), (8.33) byvaji nazyvany rovnicemi koplanarity. Podobné byva
matice C z rovnice (8.33) nazyvana matici koplanarity. Kazda dvojice obrazi jed-
noho kalibra¢niho bodu popsana souradnicemi u; v prvnim obraze a souradnicemi
uy v druhém obraze dava vzniknout jedné rovnici koplanarity. Je-li k dispozici ¢
kalibrac¢nich bodi, pak lze sestavit soustavu g rovnic koplanarity. Této soustavy lze
pak pouzit k TeSeni neznamych vnéjsich a vnitfnich parametri kamery, které jsou
obsazeny v maticich Qq, Qa, F1, Fs, [b]«, R.
Z rovnice (8.31) vyplyvd, ze feseni bude mozné provést az na méritko vektoru
b. Jestlize je totiz b vektor, ktery vyhovuje rovnici (8.31), pak také vektor ub, kde
i je realny nasobitel, rovnici vyhovuje. Abychom tlohu specifikovali jednoznacné,
zvolime doplnujici podminku. Muzeme napt. pozadovat |b| = d, kde d je zvolena
hodnota (naprt. d = 1). V pfipadé euklidovské metriky lze pak podminku rozepsat
do tvaru
by 4+ b5+ b2 = d*. (8.34)

Ze skutecnosti, ze délku vektoru b je zapotiebi zvolit, vyplyva, ze rekonstrukei scény
bude mozné provést az na métitko. To znamend, Ze pro riizné hodnoty d budeme
dostavat podobné, avsak rizné veliké scény. Problém lze jednoduse vytesit tak, ze
kalibraci provedeme pfi |b| = 1. Zndme-li pak skutenou vzdéalenost mezi nékterymi
dvéma body ve scéné, mizeme stanovit méritko, kterym je tteba dodatecné nasobit
vSechny soufadnice ve scéné (rozméry scény) tak, aby pozadované vzdalenosti mezi
body bylo skutec¢né dosazeno.

Z rovnice (8.31) vidime, Ze pii relativni kalibraci lze stanovit vzédjemnou polohu
kamer a vnitini parametry kamery. Vzajemna poloha kamer je popsdna matici R
a vektorem b. Protoze vSak miize existovat nejvyse 7 nezavislych rovnic koplana-
rity (podrobny dikaz tohoto tvrzeni neuvadime, ponévadz by presahl ramec tohoto
textu), lze pomoci rovnic koplanarity a s vyuzitim doplinujici podminky (8.34) zjistit
nejvyse osm parametrit. To vSak nemusi byt na zavadu. Casto lze totiz predpokladat,
ze se nékteré parametry (zejména vnitini parametry kamery obsazené v maticich Qg
Q2) v ¢ase neméni, a lze je proto predem stanovit predchozim mérenim (kalibraci)
v laboratornich podminkéach.

Reseni soustavy kalibra¢nich rovnic je obtizné, protoZe se jednd o nelinedrni
problém. V poslednim desetileti bylo prezentovano nékolik pristupt k jeho TesSeni.
Zde nastinime jednu z moznych variant. Vyjdeme z rovnic ve tvaru (8.32). Pred-
pokldddme, Ze mame k dispozici ¢ kalibrac¢nich bodt. Soufadnice primétii i-tého

kalibra¢niho bodu v obraze prvni a druhé kamery oznacime postupné ugi), ugl).

Kazda dvojice ugi), ug) dava vzniknout jedné rovnici koplanarity. Dostaneme tak
celkem ¢ rovnic koplanarity, kterych vyuzijeme spolu s podminkou (8.34) ke stano-

veni hodnoty parametri fi, fa2, Yz, @y, @z, bz, by, b.. Je zfejmé, Ze nejmensi hodnota
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¢, pri niz lze ulohu ftesit, je 7. Prakticky vSak byva ¢ vyssi. Predeterminovanosti
soustavy lze opét vyuzit k redukci vlivu Sumu, kterym muize byt zatiZzeno méreni
souradnic vektort uﬁ”, u2 Hledané hodnoty parametrt usporadame do vektoru
P = (f1, f2, 0u, Pys @2, b, by, b2) T Pro dvojici obrazii i-tého kalibraéniho bodu mu-

zeme pak rovnici (8.32) zapsat prehledné ve tvaru
F (ug>, u?, p) —0. (8.35)

Podminka (8.34) spolus ¢ (¢ > 7) rovnicemi (8.35) tvori pfedeterminovany nekonzis-
tentni systém (nekonzistence vyplyva z pritomnosti Sumu ve vstupnich hodnotach).
Nekonzistentni systém nema prisné vzato zadné reseni. Lze pouze najit feseni, které
systému v jistém smyslu vyhovuje nejlépe. Muzeme napriklad najit vektor parame-
tra p tak, aby soucet ¢tvercu rezidui rovnic (8.35) byl minimalni. Hleddme tedy
takovou hodnotu vektoru parametrii, ktera minimalizuje funkci

® = Z[ <u1 ud ,p>r, (8.36)

a to za soucasného splnéni podminky (8.34). Hleddni minima funkce za dopliujicich
podminek l1ze provést metodou Lagrangeovych multiplikdtoru (jedna se o standardni
matematickou metodu). Metoda prevadi problém na problém nalezeni prostého mi-
nima (bez doplnujici podminky) nové funkce, kterd vsak ma vétsi pocet argumentu.
V nasem ptipadé je jistou komplikaci, zZe je tiloha nelinearni. Nelinearni tilohu mini-
malizace lze Tesit napt. gradientni metodou.

8.5 Epipolara

Uvazujme bod X scény. V obrazech ziskanych prvni a druhou kamerou jsou sou-
fadnice pruméti tohoto bodu popsany vektory u; = (ug,v1,1), ug = (ug, v, 1).
Dosadime-li do rovnice (8.18) rovnici (8.4) zapsanou pro prvni a druhou kameru,
snadno ziskame vztah

)\1F1Q1u1 = )\QRFQQQuz -+ b. (837)

Odtud mame
Aoty = M QL 'F'RTFIQuu; — Q,'F;'R'b. (8.38)

Soucin Aouy ve vztahu (8.38) reprezentuje v homogennich soutadnicich pramét
bodu X v obraze druhé kamery. Rovnice (8.38) je homogenni parametrickou rovnici
primky, v niZ je parametrem hodnota \;. Mlzeme tedy ucinit tento zavér: Jestlize
mame v obraze prvni kamery bod, jehoz souradnice jsou u; = (uy, vy, 1), pak poloha
jemu odpovidajiciho bodu v obraze druhé kamery zavisi na hodnoté \; (pouzitim
vztahu (8.4) lze snadno ovérit, ze plati \y = —z1/f1). VSechny mozné polohy vytvori
v obraze ziskaném druhou kamerou primku. Tato pfimka se nazyva epipolarou. Pro
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A1 = 0 rovnice (8.38) urcuje v obraze ziskaném druhou kamerou polohu priumétu
stfedu projekce prvni kamery. Tento bod se nazyva epipdl. Epipolara i epipdl jsou
vyobrazeny na obr. 8.6. Poznamenejme, ze odvozené vztahy je samoziejmé mozné
také obratit, coz znamena, ze k bodu v obraze ziskaném druhou kamerou je mozné
nalézt epipolaru v obraze ziskaném prvni kamerou. Totéz plati i pro epipél.

Obr. 8.6: Epipolara a epipol

V pripadé kamer s rovnobéznymi osami (podkapitola 8.2) se rovnice (8.38) pod-
statné zjednodusi. V tomto piipadé totiz mame F; = Fy (proto déle piseme jen
F), Q; = Qy = I (jednotkova matice) a R = I. Z rovnice (8.38) obdrzime vztah
Aoty = A\juy — F~'b. Uvazime-li, Ze b = (b,,0,0), pak z rovnice pro soufadnici z
zjistujeme, Ze Ay = A\ (dale proto piseme jen ). Parametrické rovnice epipolary
pak jsou us = uy — by /A, vy = vy.

8.6 Automatizované hledani korespondence

Pro rekonstrukci polohy bodu je zapotiebi identifikovat jeho priméty v obraze zis-
kaném prvni a druhou kamerou. Zda se, ze je mozné uvazovat i o automatizaci této
tlohy. Lze postupovat napt. v néasledujicich krocich: 1) V obraze ziskaném prvni
kamerou identifikujeme body zdjmu napf. nékterym z detektort roht. 2) Pro kazdy
bod zajmu nalezeny v prvnim obraze ur¢ime korespondujici bod v druhém obraze.
Druhy krok popiseme podrobnéji. Necht X; je bod zajmu nalezeny v prvnim obraze
a jeho souradnice necht jsou uq, v. Z predchozi podkapitoly vime, ze korespondujici
bod X5 bude v druhém obraze lezet na epipolare. Predpokladame, ze kromé hod-
noty \p, ktera je parametrem, jsou vSechny zbyvajici hodnoty na pravé strané rovnice
(8.38) k dispozici (feknéme, Ze jiz byla provedena kalibrace). Muzeme proto stanovit
rovnici epipolary, na niz bod X, lezi. Pfesnou polohu bodu X5 nalezneme tak, ze
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systematicky provéfujeme vSechny body na epipolare (pii praktické implementaci
muzeme postupovat napr. po celych pixelech). Oznac¢me @i (u,v), ¢2(u,v) obrazové
funkce prvniho a druhého obrazu. Necht u, v jsou souradnice provérovaného bodu ve
druhém obraze (u1, v jsou souradnice v obraze prvnim, tedy soufadnice bodu Xj).
Otéazku, zda provérovany bod koresponduje s X;, mizeme rozhodnout na zakladé
porovnani okoli bodu X s okolim bodu provérovaného. K porovnani lze pouzit napt.
vztahu (obr. 8.7)

Diff (u,v) = Z Z [1 (uy + Au, vy + Av) — @o (14 Au,v + Av))° . (8.39)
Au=—a Av=—a

Je ziejmé, Ze vztah (8.39) porovnavé okoli ¢tvercového tvaru o strané 2a + 1. Cim
mensi hodnota vyjde, tim jsou si okoli podobnéjsi. Za bod korespondujici s X lze
povazovat takovy bod X, ktery spliiuje nasledujici kriteria: 1) hodnota vypocitana
podle vztahu (8.39) je pro Xy minimalni a mensi nez néjaky zvoleny prah, 2) pro
vSechny ostatni body na epipolare je hodnota (8.39) vyznamné vétsi nez pro bod
X5. Druhé kriterium zohlednuje pozadavek jednoznacnosti detekce.

¢1(u,v) Po(u,v)
[+] [+]
L | I

Obr. 8.7: Hledédni korespondence porovnanim okoli bodu (kamery s rovnobéznymi
optickymi osami)

Ackoli pravé popsany postup vypada dosti primocare, skryva mnoha tskali. Prv-
nim problémem je volba vhodné velikosti okénka. Je-1i okénko malé, hrozi, Zze detekce
nebude jednoznacna. Pri velkém okénku se naopak vyznamnéji uplatni fakt, ze ob-
razy sejmuté z ruznych mist jsou presné vzato rizné a nelze obecné ocekavat shodu
prilis velkych oblasti ve smyslu vztahu (8.39). Vztah (8.39) dale predpoklada, ze
okénku velikosti 2a + 1 v prvnim obraze odpovida ve druhém obraze okénko téze
velikosti a ze hrany okének jsou v obou obrazech rovnobézné se souradnymi osami.
To je splnéno pouze ve specidlnich pripadech (napt. v piipadé kamer s rovnobéznymi
optickymi osami z podkapitoly 8.2).

Otazka jednoznacnosti detekce korespondence je klicova. Prisné vzato je zapo-
tfebi se smirit s faktem, ze mohou existovat pripady, kdy jednoznacnou detekci
zajistit nelze. Uvazme napt. priklad dle obr. 8.8. Ani ¢lovéku se zde bez doplnujicich
informaci nepodari stanovit, ktery bod v druhém obraze koresponduje s bodem Xj.
Tim méné lze u podobnych tloh ocekavat Teseni automatizované. Automatizované
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Obr. 8.8: K nejednoznacnosti feseni problému korespondence

hledani korespondence je z vyse uvedenych davoda tlohou, jejiz obecné Teseni je
obtizné. I kdyz bylo pro automatizované hledani korespondence publikovano vice
postupi, nelze zatim zadny z nich povazovat za zcela uspokojivy. Ve zbytku této
podkapitoly podame prehled nékterych zakladnich pristupi, které s v prubéhu re-
Seni problému hledani korespondence objevily.

Na stereokorespondenci mizeme pohlizet jako na proces hledani podobnosti mezi
dvéma skupinami dat v obrazech. Nalezeni spravné stereokorespondence je klicovym
clankem pro naslednou 3D rekonstrukci scény. Zatimco nas mozek je schopen prova-
dét tyto operace zcela automaticky, bez ptispéni védomi, pro pocitac¢ je tento pro-
blém obtizné uchopitelny. Odpovidajici algoritmy se vyvijeji vice nez 30 let a stale
se neda tici, ze by se podarilo najit optimalni feseni.

Metody hledani korespondence se déli podle typu vysledné disparitni mapy na
husté (obsahujici hodnotu disparity pro témér vSechny body v obraze) a na ridké
(disparita je prifazena jen vyznacnym bodum, napt. rohtim). Dalsi moznosti, jak
tyto algoritmy rozclenit, je na zakladé pristupu k hledani korespondence. Lokalni
metody hledaji korespondenci jen na zakladé informaci ziskanych z konec¢ného okoli
hledaného bodu, nejcastéji se jedna o mald ¢tvercova okénka. Globalni metody pfi-
stupuji k problému korespondence jako k optimalizacni tloze, kdy se urci disparita
a zakryty na celé plose obrazu. V nasledujicich podkapitolach si ukazeme priklady
obou pristupt.

8.6.1 Okénkové algoritmy

Okénkové algoritmy vychazeji z predpokladu podobnosti okoli korespondujicich bodii.
Na prvnim obraze vymezime malou oblast, nejcastéji ¢tvercového tvaru, a tu po-
stupné porovnavame s potencialnimi pozicemi, kde by se mohl nalézat korespondujici
bod druhého obrazu. Epipolarni geometrie nam zajistuje vyskyt korespondujiciho
bodu na epipolare, u rektifikovanych obrazt dokonce na stejné horizontalni sourad-
nici. Pro porovnani oblasti okoli bodu se nejcastéji pouzivaji tfi druhy metrik: rozdil
hodnot jasu (SAD, SSD), korelace (NCC) a metrika tzv. rank transformace. Mame-li
definovano okénko u x v, jsme schopni ur¢it miru podobnosti pro danou hodnotu
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disparity d pro jednotlivé metriky pomoci vztahti

SAD(u,v) Z | o1(u,v) — o(u+d,v) |, (8.40)

SSD(u,v) = Z(gpl (u,v) — pa(u +d,v))?, (8.41)
(1 (u,v) <p)'(g02(u+d,v)—g52)

2 (8.42)
(p1(u,v) = p1)? - (p2(u + d,v) — Pa)?

NCC(u,v) Z\/

Algoritmy vyuzivajici predchozi metriky jsou jednoduse implementovatelné a také
snadno paralelizovatelné. Hlavni slabina téchto metod ale tkvi ve volbé velikosti
pouzitého okna. Mala okénka maji mensi diskriminacni schopnost a budou vytva-
fet vétsi pocet chybnych korespondenci. Oproti tomu velka okénka maji sice vétsi
odolnost proti Sumu a porucham v obraze, ale soucasné také rozmazavaji disparitni
mapu, protoze nejsou schopny zachytit dostatecné jemné zménu disparity. Na ob-
razku 8.9 je vysledna disparitni mapa pii pouziti metriky SAD. Z obrazku je patrné,
ze lokalni metody selhavaji na velkych jednolitych plochach. Problém volby velikosti
porovnavaného okénka se snazi resit algoritmy majici adaptivni velikost okna, jehoz
velikost a tvar se méni podle potieby, nejc¢astéji na zakladé ¢lenitosti disparitni mapy
a prubehu jasové funkce porovnavanych obrazi.

Kromé klasickych metod vyuzivajicich pfimo jasové hodnoty pixelt existuji i al-
ternativni metody vyuzivajici neparametrické transformace vstupnich obrazi. Pri-
kladem je tzv. rank transformace. Rank transformace udava pocet bodii v malém
okénku kolem centralniho bodu, jejichz jasova hodnota je mensi nez jasova hodnota
sttedového bodu. Vysledna hodnota tak zavisi pouze na relativnim usporadani jaso-
vych hodnot, ne na hodnotach samotnych. Poté, co je provedena tato transformace,
je mozné bloky porovnavat béznou Ly normou.

Rank(u,v) = Z(g@’l(u, v) — oh(u+d,v))?, (8.43)
o (u,v) = Z R(m,n,u,v), (8.44)

_ 0 Spk(m7n> Z ‘;Okz(uv U)
R(m,n,u,v) = { 1 or(mon) < on(uv) (8.45)

Vyhodou rank transformace je vétsi odolnost proti Sumu. Z davodu ztraty casti
informaci je vSak sniZena i rozliSovaci schopnost porovnavani.

8.6.2 Dynamické programovani

Dynamické programovani je technika, ktera se ¢asto uziva pro reseni optimalizac-
nich uloh. Tuto techniku lze pouzit tehdy, lze-li ptivodni dlohu rozlozit na mensi
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podtlohy, z jejichz optimalnich feseni se poté slozi feseni celé ptivodni tilohy. Zakla-
dem je Bellmantv princip optimality, ktery 1ika, Zze podstrategie optimalni strategie
je opét optimalni. Vyuziti dynamického programovani vede k casové efektivnéjsim
algoritmiim, zpravidla vsak za cenu mirného zvyseni pamétovych narokii.

Predtim, nez se podivame na princip této metody, je tfeba zavést néktera ome-
zeni, bez kterych by tato metoda nebyla pouzitelna. Pti hledani korespondence bu-
deme predpokladat, ze bod X; miize korespondovat pouze s jednim bodem X, dru-
hého obrazu. Zanedbavame tim situace, ke kterym muze dochazet v pripadech, kdy
se objekt snimany jednou kamerou promitne do podoby jednoho pixelu, zatimco
druha kamera jej vlivem natoceni vidi jako pixely dva. Dale musime predpokladat,
ze zmény v obrazech zpusobené rozdilnym umisténim kamer jsou natolik malé, Ze
nedochézi k zaméné poradi bodi lezicich na epipolare. Nachazi-li se dva body A
a B (oba lezi na epipolare) v tésné blizkosti, a bod A je situovan vlevo od bodu
B, predpokladame, ze na druhém snimku bude bod A lezet opét vlevo od bodu B.
Jako posledni omezeni se ¢asto klade pozadavek, aby vyslednd disparitni mapa byla
hladké, tj. disparita sousednich bodt se prilis neodlisovala.

Za predpokladu splnéni predchozich podminek jsme nyni schopni problém kore-
spondence prevést na problém nalezeni optimalni cesty v siti. Hledani korespondence
probihd po jednotlivych radcich. Podivejme se na ptiklad na obr. 8.10. Vidime zde
radky levého a pravého obrazu a vyznacené korespondence mezi jednotlivymi body.
Barevné odliseny jsou ty body, ke kterym nelze najit korespondujici bod z diavodu
zakrytu. Stejnou situaci ilustruje i sit zobrazena v pravé casti obrazku.

Algoritmus vyuzivajici dynamického programovani pak funguje nésledovné: Pro
kazdy tadek levého (I;) a pravého (I,) obrazu vypocitame matici M), velikosti W x
x W, kde hodnota W odpovida sitce vstupnich obrazti. Matice M}, je matici cen
korespondence mezi pixely p(z,y) a ¢(x + d,y) a hodnotou disparity d, pricemz
x+d < W. Cena M, je definovana jako

kde A je hodnota penalizace, ktera se zapocitava, pokud neni nalezena korespon-

Obr. 8.9: Vysledna disparitni mapa SAD a spravné feseni
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radek levého obrazku

réadek levého obrazku

I/

rédek pravého obrazku

rddek pravého obrazku

Obr. 8.10: Optimalni cesta v siti

dence, a Diff(, j) je funkce porovnavajici body, napiiklad pomoci podobnosti jejich
okoli (SAD, SSD). Implementace vypoc¢tu matice M), je ilustrovana na vypisu 8.6.2.

for (dnt i = 1; i < W; i++)
for (int j = 1; j < W; j++) {

minl = diff(i, j) + M[j-1, i-1 ];
min2 = lambda + M[j-1, i ];
min3 = lambda + M[j, i-1 ];
M[i, = min(minl, min2, min3);

jl
D[i, j] = argmin(minl, min2, min3);

Zdrojovy kod 1: DP — Vypocet matice M,

Disparitni mapu pro dany radek ziskdme zpétnym prichodem matice M},. Zpétny
pruchod za¢ind na pozici M,(W, W) a pokracuje po sméru nejlevnéjsi cesty. Pro
implementaci je vhodné si zaznamenavat kromeé ceny i smeér, kterym jsme se do
dané bunky dostali (v kédu matice D). Hodnotu disparity uréime béhem zpétného
priichodu jako rozdil souradnic korespondujicich bodi d = i—j. Vypis 8.6.2 obsahuje
moznou implementaci zpétného prichodu matice M), na zikladé sméru urceného
pomoci matice D.

i=3j=W;
while ( (i '=0) & (j !'= 0)) {
switch (D[i, j1) {
case 1: i-; j-; break;
case 2: i-; break;
case 3: j—; break;
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Zdrojovy kod 2: DP — Zpétny prichod

Dynamické programovani poskytuje lepsi vysledky nez bézné okénkové metody
diky minimalizaci ceny korespondence. Zpracovani kazdého tadku obrazu je neza-
vislé, a proto lze takto snadno algoritmus paralelizovat. Jednou z nevyhod této
metody je, ze v zakladnim provedeni se provadi optimalizace jen v rdmci jednoho
radku a nebere se ohled na okolni vysledky. Ukazka vysledné disparitni mapy je na
obr. 8.11.

Obr. 8.11: Vysledna disparitni mapa DP a spravné feseni

8.6.3 Globalni metody

Globalni metody hledaji minimum funkce ceny ohodnoceni disparity celého obrazu.
V kontextu globalnich metod se berou nejcastéji v ivahu tyto dvé podminky:

e datova podminka: Dva body mohou korespondovat jen tehdy, maji-li podobnou
intenzitu vsech slozek.

e pozadavek hladkosti: Vysledna disparitni mapa by méla byt po ¢astech hladka,
tedy dva sousedni body musi mit pokud mozno co nejvice podobné hodnoty
disparity.

Na zakladé téchto dvou podminek je konstruovana funkce reprezentujici celkovou
energii disparit. Algoritmy hledaji takovou disparitni funkci d, kterd minimalizuje
funkcional E(d) dany vztahem

E(d) = Eq(d) + MEy(d), (8.47)
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kde Eq4(d) reprezentuje datovou podminku, E(d) predpoklad hladkosti a konstanta
A udéava vahu hladkosti. Hodnota FEq4(d) udéava podobnost dvou pixelt, kterou je
mozné vypocitat pomoci diive zminénych metrik (napr. SSD, SAD). Funkce FE(d)
pak mize vypadat nasledovneé:

Ey(d) = Z p(d(u,v) —d(u+1,v)) + p(d(u,v) — d(u,v+ 1)), (8.48)

kde p je monoténné rostouci funkce rozdilu disparit sousednich pixelt. Plati, ze ¢im
vice se lisi hodnota disparit sousednich pixelt, tim vétsi je i hodnota Eg(d).

Ukézalo se bohuzel, ze minimalizace funkcionalu E(d) je NP-obtizny problém.
7 tohoto duvodu se pro nalezeni reSeni uzivaji ruzné priblizné metody, jakymi jsou
grafové Tezy, propagace zprav, simulované zithani a dalsi. Neni bohuzel v moznostech
tohoto textu popsat tyto metody podrobnéji.
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