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Predmluva

Digitalni zpracovani a analyza obrazli jsou moderni a rychle se rozvijejici discipliny. Jejich vysledky
jsou dnes jiz bézné pouzivany pii pravach a kompresi obrazii a videosekvenci, pfi rozpoznavani tex-
t, v kontrolnich a stiezicich systémech, v primyslovych robotech, ve fotogrammetrii i jinde. Dosta-
te¢ny vykon a technologicka uroven soucasnych vypocetnich systémil umoznila pronikéani digitalniho
zpracovani obrazu dokonce i do spotiebni elektroniky. Prikladem je digitalni fotografie, digitalni vi-
deo a digitalni televize.

Na fakulté elektrotechniky a informatiky VSB-TU Ostrava je ve studijnim oboru ,,informatika® pro-
blematika digitalniho zpracovani a analyzy obrazu ptednasena v predmétech ..Digitalni zpracovani
obrazu® a ,,Analyza obrazu a pocitacové vidéni“. Predkladany ucebni text je urcen pro potieby obou
téchto predmétli, vychazi z nékolikaleté zkusenosti s vyukou téchto predméti a pokryva znacnou cast
latky, ktera je v téchto predmétech prednasena. Ponékud teoreticka povaha textu je kompenzovana ve
cvi€enich, ktera jsou naopak vénovana implementacnim a jinym praktickym pohledtiim na probiranou
tematiku, jakoz i ukdzkam v praxi pouzivanych programovych systémt. Jsem si védom toho, Ze i pfi
velké péci, kterou jsem vypracovani textu vénoval, se v ném mohou vyskytnout nejasnosti, pieklepy
nebo i chyby. Ctenaiim budu proto vdéény za upozornéni na veskera piipadna nedopatieni i za pfi-
pominky a komentare.

Ostrava, zari 1999 Autor



1 Prostor obrazovych signalu

V této kapitole podavame piehled zakladnich teoretickych nastrojl, které jsou potiebné pro kvalifiko-
vané zvladnuti problematiky digitalniho zpracovani obrazu. Protoze kazdy opticky obraz je signalem,
budeme v této kapitole ponékud obecnéjsi a misto o obrazu nebo obrazovém signalu budeme casto
obecné hovotit pouze o signalu. Zavéry, které zde uvedeme, plati pro jakékoli signaly, a tedy i pro
signaly obrazové. Obrazové signaly jsou zpravidla dvojrozmérné. S ohledem na tuto skute¢nost bu-
deme vztahy, které budou pozdéji prakticky vyuzivany, ihned formulovat také v jejich dvojrozmér-
nych variantach.

1.1 Prostor signalu

Piedpokladame, ze signal je definovan nad jistou podmnozinou (ozna¢me ji Q) m-rozmérného eukli-
dovského prostoru E”. Touto podmnozinou miize byt néjaka ohrani¢ena nebo neohrani¢ena souvisla
oblast v E”, mnozina jednotlivych bodi z E™, ale také cely prostor E”. Jako matematickou reprezen-
taci signalu zvolime funkei £:Q—y, kde 7y je obor hodnot signalu. Mnozina y miize byt napt. mnozinou
celych nebo realnych ¢isel (obrazy ve stupnich $edi), mnozinou komplexnich ¢&isel (obrazy vznikajici
nékterymi transformacemi), mnozinou vektor(i o tfech slozkach (v barevnych obrazech byva casto
barva kazdého bodu popsana trojici R,G,B, jejiz jednotlivé ¢leny udavaji intenzitu Cervené, zelené a
modré barevné slozky) nebo podmnozinou nékteré z uvedenych mnozin. O signalu ftekneme, Ze je m-
rozmeérnym signalem. Mnozinu funkei realizujicich zobrazeni QQ—Y nazveme m-rozmérnym signalo-
vym prostorem .£. Je tedy f = { f| £Q—7 }. Uvahy provedené v této kapitole se budou tykat zejména
signali realnych a komplexnich. Dopliujici informace, které se tykaji signald reprezentovanych ce-
lymi &isly a vektory, uvedeme na vhodném misté pozdéji.

1.1.1 Linearita prostoru signala

Pti zpracovani signalti dosti ¢asto predpokladame, Ze pro signaly plati princip superpozice. Matema-
tickym vyjadienim této predstavy je, Ze signalovy prostor predpokladame linearni. Zopakujme, ze v
linearnim prostoru je definovana operace scitani prvkd a nasobeni prvku konstantou (konstantou miize
byt realné nebo komplexni ¢islo). Ptipomenime dale, Ze v linearnim prostoru existuje nulovy prvek a
ke kazdému prvku existuje prvek opacny.

Uvazujme nejprve prostor jednorozmérnych diskrétnich signalti (ozna¢me jej .f), kde defini¢nim obo-
rem Q je mnozina M bodi. Kazdy bod je popsan svym indexem m. Bez Ujmy na obecnosti lze pred-
pokladat, Zze index nabyva hodnot 0,1...., M—1. V prostoru ¥ uvazujme mnozinu {@y(m) | &=0,1...., N—
1} obsahujici N diskrétnich funkei definovanych nad €. Funkce této mnoziny nazveme linearn¢ za-
vislymi, jestlize 1ze najit koeficienty @, (z nichz alespon jeden je rtizny od nuly) tak, Ze plati vztah
(1.1). V opacném piipadé funkce nazveme linearné nezavislymi.

N-1
Y a0, (m)=0. (1.1
k=0

Mnozina {@i(m)} je Giplna v daném prostoru signald, jestlize je mozné kazdou funkci z tohoto prosto-
ru vyjadrfit jako linearni kombinaci funkci z {@(m)}. Linearne nezavisly systém funkci {@,(m)}, ktery
je Gplny, nazveme bazi prostoru f. Kazdou funkci f{m) prostoru ' lze vyjadfit jako linearni kombina-

ci bazovych funkci
1

M- M-1

Flm)="Y Foi(m)= " F(k)oy(m), (12)
k=0 k=0

kde F}, jsou koeficienty, které obecné mohou byt komplexni. Protoze na ¢ mtizeme pohlizet jako na

prostor M-rozmérnych vektori, je zftejmé, ze bazovych funkci je pravé M. Pro zvoleny systém bazo-
vych funkci lze proto kazdy signal f(m) prostoru ¥ reprezentovat usporadanou M-tici (Fy,F1,..., Fy1)



koeficientli. Na tuto M-tici miZzeme ovSem také pohlizet jako na diskrétni funkci F(k), k£ = 0,1...., M—
1, ¢ehoz jsme jiz ve vztahu (1.2) vyuzili.

Analogicky Ize postupovat také pro jednorozmérné spojité signaly. V tomto piipadé je defini¢nim
oborem signalii nespogetna mnozina QCE!, a proto Ize o¢ekavat, Ze i baze obecné bude nespodetnou
mnozinu funkci. Takovou mnozinu mizeme formalné zapsat jako jedinou funkci @(u,x) dvou argu-
mentl, kde xe Q a ue U, UZR (R zna¢i mnozinu realnych ¢isel). Tuto funkci budeme nazyvat bazo-
vym jadrem. Libovolny spojity signal f{x) lze pak vyjadiit jako linearni kombinaci pomoci vztahu

£ (x)= [ F()o(u,x)du. (1.3)

S ohledem na zvolené bazové jadro @(u.x) lze tedy kazdy prvek fix) prostoru spojitych signalii repre-
zentovat pomoci funkce F(u). Uvedené zavéry snadno zobecnime také na signaly dvojrozmérné. Pied-
pokladame, ze v ptipadé dvojrozmérného diskrétniho signalu je Q = {(m,n) | m=0,1,..., M—1; n=0,1,...,
N—1}. Celkovy pocet bazovych funkci je proto MxN. V piipadé dvojrozmérného spojitého signalu je
podle ocekavani poloha kazdého bodu popsana dvojici soutadnic x,y a dale je UCRXR. Pro dvojroz-
meérny diskrétni a dvojrozmérny spojity signal tak postupn€ mame

M-1N-1
Smn)= 3 3 F (kD)o (m.n). (1.4)
k=0 [=0
f(x,y) = ” F(u,v)(p(u,v,x,y)dudv . (1.5)
U

Jak je ziejmé ze vztahu (1.4), nahlizime ve shodé s poznamkou ke vztahu (1.2) v diskrétnim ptipade
na koeficienty v linearni kombinaci jako na dvojrozmérnou funkci F(k,[), ke {0,1...., M—1}, le {0,1....,
N-13}.

1.1.2 Skalarni sou¢in nad prostorem signala

Reseni aloh se usnadni, jestlize nad prostorem signali zavedeme skalarni soucin. Necht’ ./ je linedrni

prostor signali. Skalarni soudin {@,y) pfifazuje kazdym dvéma prvkim @,y tohoto prostoru &islo
(obecné se jedna o ¢islo komplexni) téchto vlastnosti:

(0.v) =(v.)", (1.6)
(@@ + b@y, W) = al{Q1,W) + b(@2. W) . (1.7)
(0,0)20, (9,0)=0 < ¢=0, (1.8)

kde a,b jsou ¢isla (obecné opét komplexni) a * oznacuje komplexné sdruzené ¢islo. Prostor, v némz je
zaveden skalarni soucin, se nazyva unitarnim prostorem. Pomoci skalarniho soucinu lze zavést normu
lo|| prvku @ jako odmocninu ze skalarniho soucinu

[oll= /(0. 9) - (1.9)
Prvky @,y unitarniho prostoru nazveme ortogonalnimi, jestlize plati
(9.y)=0. (1.10)
Necht’ {@;} je systém prvki unitarniho prostoru. Tento systém nazveme ortogonalnim, jestlize plati
#0, k=1
<(Pka(pl>{:0’ ial (1.11)
Systém {@;} nazveme ortonormalnim, jestlize navic plati
(@) = (k=1). (1.12)
kde 8(i) je tzv. Kroneckerova funkce, ktera je definovana nad mnozinou celych &isel vztahem
1, i=0
5(’):{0, =414, (1.13)



Uvazujme nyni unitarni prostor ./, ve kterém je systém {@;} bazi. Jestlize je systém {@;} ortogonalni
popt. ortonormalni, pak hovofime o ortogonalni popft. ortonormalni bazi. K provefeni Gplnosti systé-
mu funkei {@;} v S lze pouzit vétu: Systém funkci {@;} je Gplny v f pravé tehdy, jestlize v f nee-
xistuje prvek (s vyjimkou nulového), ktery by byl ortogonalni ke vSem prvkim systému {@,} (vétu
uvadime bez dtikazu).

Zvolme nyni v prostoru . diskrétnich signalt konkrétni skalarni sou¢in a ukazme disledky této volby.
Defini¢nim oborem funkci prostoru f necht’ je nejprve mnozina Q = {0,1,..., M=1} a @(m), y(m)
necht’ jsou funkce z . Skalarni souéin v prostoru . zaved’me takto

<wm»wm»=ﬁ$wmw1mx (1.14)

kde * oznacuje komplexné sdruzenou funkci. Na ¢tenati ponechavame, aby ukazal, ze takto defino-
vany skalarni souc¢in ma vlastnosti (1.6) az (1.8). Necht' {¢@(m)} je baze v prostoru . Podminku
(1.12) ortonormality Ize nyni rozepsat ve tvaru

M-1
Y 0, (m)o; (m)=8(k—1). (1.15)
m=0

Lze ukazat, Ze uvedenému vztahu je ekvivalentni vztah
M~1
ZQk(nz)QZ(n)=8(m—n). (1.16)
k=0

Analogicky lze postupovat také ve spojitém piipad€. Necht' f je prostor spojitych signali. V ' uva-
zujme bazové jadro ©(u,x), xe Q, ue U. Podminka ortonormality baze ma nyni tvar

(o(w.x). (v, x)) =8(u—v), (1.17)

kde &(u) je v tomto piipadé tzv. Diractv impulz. (I v dal$im textu budeme podle potieby symbolu &
pouzivat k oznaceni bud’ Kroneckerovy funkce nebo Diracova impulzu. O kterou funkci jde, bude
vzdy ziejmé z kontextu). Diractiv impuls nabyva nenulové hodnoty pouze pro #=0, kde je jeho funké-
ni hodnota nekone¢no. Podrobnéji o této funkci pojedname v odstavei 1.2.3. Necht” @(x), y(x) jsou
funkce z /. V prostoru f zavedeme skalarni souin piedpisem

(0(x)-w(x)) = [ @(x)w" (x)dx. (1.18)

Oveéfeni, Ze takto zavedeny skalarni sou¢in ma vlastnosti (1.6) az (1.8), opét ponechavame Ctenafi ja-
ko cvi€eni. Podminku ortonormality baze miizeme nyni zapsat jako

j(p(u,x)(p*(v,x)dx = S(u—v). (1.19)

Opét lze ukazat, ze uvedenému vztahu je ekvivalentni vztah
J-(p(u,x)(p*(u, y)du = S(x - y) . (1.20)
U

Zobecnéni dosud uvedeného na dvojrozmérné signaly je pfimocaré. V pripadé dvojrozmérnych sig-
nali mame QcE?2. Vztahim (1.14) az (1.20) postupné odpovidaji nasledujici vztahy (vztahy (1.21),
(1.24) podavaji navod na vypocet skalarniho soucinu, vztahy (1.22), (1.23),(1.25).(1.26) vyjadiuji
podminku ortonormality):

M—1N-1
<(p(m,n), qf(m,n)> = Z Z(p(m,n)w*(m,n) , (1.21)
m=0 n=0
M-1N-1 .
2 E‘Pkm (H’I,H)(P}%]z (m,n) - 8(kl _kZ)S(ll - lz) = 8(k1 — ka1 _12) > (1.22)
m=0 n=0



gljz_,lq’kl ml»”l)‘sz(mz:nz) ( — . —nz), (1.23)

<(p x,y H(p x y x y)dxdy, (1.24)

” (p(ul,vl,x, y)(p (uz,vz,x, y)dxdy = 8(u1 — Uy, V| — vz), (1.25)
Q

H (p(u, v, X1, W1 )(p*(u,v,xz,yz )dudv = S(xl X0,V — yz) . (1.26)
U

1.1.3 Reprezentace signalu pomoci bazovych funkci

Necht’ ¢ je unitarni prostor diskrétnich signalti definovanych nad mnoZzinou M bodi, necht’ fm) je
signal z tohoto prostoru a {@u(m) | k=0,1,..., M—1} necht’ je ortonormalni baze v .. Ze vztahu (1.2)
vime, ze f{m) je mozné vyjadrit jako linearni kombinaci

M-1
m)= "> F,(m). (1.27)
=0

Provedeme-li skalarni sou€in obou stran rovnice (1.27) s funkei @) baze, pak ziskame

M=1
<f(m),(pk (m)> = ZF,<(p,(m),(pk (m)> (1.28)
=0
S ohledem na ortonormalitu mame F = < f (m), (0} k(m)> . (1.29)

RozepiSeme-li skalarni soucin podle vztahu (1.14) a zapiSeme-li M-tici Fy,F,..., Fi; formalné jako
funkci, pak lze vztah (1.29) piepsat do tvaru

M-I
= f(m)o(m). (1.30)
m=0
Vztah (1.30) podava navod, jak pro zadany signal f{m) a zadanou bazi {@y(m)} prostoru  uréit M-tici
koeficientl (Fy.F1,..., 1), které signal reprezentuji.

Analogicky je opét mozné postupovat také pro spojité signaly. Necht’ ./ je unitarni prostor jednoroz-
mérnych spojitych signald, @(u,x) necht’ je ortonormalni bazové jadro a fix) necht’ je signal v f. Ze
vztahu (1.3) vime, Ze fje mozné Vyjédfitjako linearni kombinaci

jF (v, x)dv. (1.31)

Provedeme-li skalarni sou¢in obou stran rovnice (1.31) s ¢(z,x), pak po Gprave ziskame

Fu)=(f(x).0(ux)). (1.32)
Rozepiseme-li skalarni soucin podle (1.18), pak lze vztah (1.32) pfepsat na
= [ £(x)9" (w.x)dx (133)
Q

Vztah (1.33) opét podava navod, jak pro zadany signal f{x) a pro zadané ortonormalni bazové jadro @
(u,x) urcit funkci F(u), ktera signal reprezentuje. Jak je jiz obvyklé, ziskame podobné snadno také
predpisy pro funkce F(£.]), F(u,v) pouzité ve vztazich (1.4), (1.5):

M-1N—
Zmen(pk,mn) (1.34)
m=0 n=0

uv fo y)o uv X y)dxdy (1.35)



1.2 Operace nad prostorem signala

Necht’ S je prostor signalii. Matematickym modelem uUpravy signalu je unarni nebo narni operator (0
realizujici zobrazeni f—.f, popiipadé SxSx..xF—. Jestlize, s ohledem na nasi aplikaci, uvazuje-
me prostor dvojrozmérnych signalii a jestlize Ax.,y), /i(x.V),..., fi(x,y)€ S, jsou prvky tohoto prostoru,
pak miizeme Gpravu signalu popsat vztahy

g(x.y) = O{fixy)}, (1.36)
g0x.y) = O{fi(x.p), H(x.Y), oo s flX.1)}, (1.37)

kde g(x,y) je opét prvkem uvazovaného signalového prostoru. Velmi Casto predpokladame, ze opera-
tor ) ma n&jaké specialni vlastnosti. Nejéastéji se jedna o linearitu a invarianci viéi posuvu.

1.2.1 Linearni operace

Vétsina vysledki v teorii zpracovani signalli je odvozena za predpokladu, Ze Gprava signalu je popsa-
na operatorem, ktery je linearni. Vysvétleme tento pojem: Necht f{x.y), g(x,y)eS jsou signaly; a,b
necht’ jsou komplexni nebo realna &isla. Operator O nazveme linearnim operatorem, jestlize plati

Of{afixy)ytbg(x,y)} = aO{fixy)} + bO{g(x.y)}. (1.38)

Uvedeny vztah mizeme samoziejmé zobecnit pro libovolny pocet sCitanci.

1.2.2 Operace invariantni vici posuvu

Neékdy pozadujeme, aby mél operator kromé linearity jest¢ nékteré dalsi vlastnosti. Velmi €asto to
byvéa invariance operatoru vici posuvu. Necht’ f{x,y) je signal a pro signal g(x,y) necht plati g(x.y) =
O{f(x,y)}. Operator O nazveme invariantnim vici posuvu, jestlize pro libovolny signal f(x,y) a pro
kazdou dvojici (a,b) vyplyva ze vztahu g(x,y) = O {fix,))}, Ze plati také

gx—a,y-b) = O{fix—a, y-b)}. (1.39)
Méné formalné: Jestlize operator invariantni vici posuvu aplikujeme na dva vzajemné posunuté, ale
jinak shodné signaly, pak vysledkem operace jsou signaly, které jsou také vzajemné posunuté, ale ji-
nak shodné. Vzajemny posuv vyslednych signall je pti tom stejny jako posuv signald vstupnich.

1.2.3 Diraciiv impulz

Mnoho pozoruhodnych vysledkii bylo ve zpracovani signalti odvozeno za pouziti impulzové funkce -
tzv. Diracova impulzu. Vénujme proto tento odstavec uvedené funkci a jejim vlastnostem. Pro dalsi
Gvahy je uzite¢né nejprve zavést funkei rect(x,y), ktera je definovana predpisem

1 1
rect(x, y) = L (|x| = EJ & (|y| = E) . (1.40)
0, jinak
Dale zaved’'me funkci
8,(x,y) = n? rect(nx,ny), n=123,... , (1.41)
. 2 <L < L)
tj. 8,(x.»)=1"" (|x|_2n)m(|y_2n :
0, jinak
Je ziejmé, Ze plati j j 8, (x,)dxdy =1. (1.42)

Uvazujme ptipad, kdy n—eo. Funkce d..(x,y) se nazyva Diractv impulz. Pro Diractiv impulz budeme v
dal$im textu pouzivat jednodussiho zapisu d(x,y). Je zfejmé, ze pro vSechna (x,)) # (0,0) je hodnota
Diracova impulzu 8(x,y) =0, v bod¢ (0,0) je hodnota nekone¢no. Dale je ziejmé, ze plati

3(—x, —y) = 8(x,y), (1.43)



T TB(x, y)xdy=1. (1.44)

—00 —00

NE 24

integral

o oo 1/2n 1/2n
[ JrGy8,(xy)xdy=n> | [f(x.y)dvdy. (1.45)
oo —co ~1/2n-1/2n

Z vyrazu na pravé stran¢ rovnice (1.45) vidime, ze integral na levé stran¢ rovnice vyjadiuje stiedni
hodnotu funkce f{x,y) v oblasti nad ¢tvercem o stranach 1/n se sttedem v pocatku soufadné soustavy.
Pro n—eo pak proto obdrzime stfedni hodnotu nad nekonecné malym ctvercem se stfedem v pocatku,
coz je funkéni hodnota £0,0). Je tedy

[ 7 G8(x.y)ixdy = £(0.0. (1.46)

—00 —00

Posuneme-li impulz do bodu (a,b), pak analogicky mame

[ [/Gand(x—a.y=b)ixdy = f(a,b). (1.47)

—o00 —o0

Poznamenejme, Ze vlastnost popsana vztahem (1.47) ma zasadni vyznam a Casto se ji pouziva. Ko-
necné na zavér tohoto odstavce uvedeme jesté jednu vlastnost, kterou pozdéji upotiebime:

.[ Jexp[— Rr(ux+ vy)]dudv =98(x,y), .[ Jexp[— R2r(ux +vy)dxdy = 8(u.v), (1.48)

—00 —oo

kde j je komplexni jednotka. Doporucujeme Ctenaii, aby se alespon neformalné pokusil uvedenou
vlastnost zduivodnit. Navod: Uvazte, ze pro x=y=0 se v prvnim piipad¢€ jedna o integraci funkce naby-
vajici hodnoty 1 nad nekone&nou oblasti. Pro x#0, y#0 se podle Eulerova vztahu ei9=cos@+jsin@ jedna
o integraci funkci typu cos@cosy, cos@siny, singcosy, sin@siny (=2mux, Y=2mvy,) nad nekone¢nou
oblasti. Obdobn¢ lze postupovat i v piipadé druhého vztahu.

1.2.4 Linearni sumace bodovych zdroji, konvoluce

Uvazujme funkci f{x,y). Podle (1.47) mizeme f{x,y) s vyuzitim Diracova impulzu zapsat ve tvaru

F(x,p) = j j f(a.b)d(a—x,b—y)adb . (1.49)

—00 —00

Protoze se pro Diraciv impulz pouziva také nazev bodovy zdroj, fikdme, ze jsme funkci fx,y) zapsali
ve formé linearni sumace bodovych zdroji. Aby Iépe vynikly vlastnosti uvedeného zapisu, zapiseme
integral ze vztahu (1.49) na okamzik ve tvaru sumace. Dostaneme

F.p) =2 f(a.b)8(a; = x.b, = yAa,Ab, . (1.50)
i

Je uzitené poznamenat, ze hodnota f{a;,b;) ve vztahu (1.50) je na kazdém jednom intervalu konstant-
ni. Predpokladejme nyni, Ze na funkci f(x,y) chceme aplikovat operator ¢). Budeme piedpokladat, ze

operator () je linearni a invariantni vici posuvu. Aplikaci operatoru ziskame vysledek g(x,y). Mame

g(x.y) = O{fix.y)}. (1.51)

Zapiseme-li funkci f{x,y) podle vztahu (1.49) jako linearni sumu bodovych zdroji, dostaneme

gx. ) =0{f(x,»)}= @{ J. jf(a,b)ﬁ(a -x,b— y)dadb} . (1.52)

—o00 —o0

Protoze je podle predpokladu operator € linearni, dostavame dale (viz téz vztah (1.50))
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g(x,y)= _[ _[f(a,b)@{ﬁ(a -x,b— y)}dadb (1.53)

—o00 —oo

a podle (1.43) také g(x,y) = j j f(a.b)0{8(x—a,y—b)}dadb. (1.54)
Predpokladejme dale, 7e podrobime-li Diractv impulz 8(x,y) operaci €, ziskame funkei A(x,y) = 0 {d
(x,»)} (funkce A se nazyva impulzova charakteristika operatoru (7). Protoze je podle predpokladu ope-

rator O invariantni vici posuvu, je O{0(x—a, y—b)} = h(x—a, y—b). S uvazenim této skute¢nosti je tedy

g(x,y)= J Jf(a,b)h(x—a,y— b)dadb . (1.55)

Poznamenejme, 7e Upravou vztahu (1.53) na vztah (1.54) jsme ptevedli Glohu do tvaru, v némz je
mozné vyuzit disledkd invariance operatoru @ viuéi posuvu (predpoklad invariance totiz zajistuje
platnost vztahu O {f{x—a, y—b)} = g(x—a, y—b), obecné& nikoli platnost vztahu O {fa—x, b—y)} = g(a—x,
b—y)). Rovnice (1.55) ma zasadni vyznam. Rik4 toto: Mame-li linearni operator € invariantni vii¢i
posuvu, pak odezvu O{f(x,y)} na funkci f{x,y) lze spo¢itat integraci na zakladé znalosti odezvy
h(x,y)=0{d(x,y)} na Diraclv impulz. Vyraz na pravé strané rovnice (1.55), se nazyva konvoluci funk-
ci fa h (struéné zapisujeme f*#h). Je tedy

g(x,y)= of Tf(a,b)h(x -a,y— b)dadb = f(x, y)* h(x,y). (1.56)
Po zaméné proménnych a'=x—a_, b;y—b a jejich prejmenovani a’—a, b'—b mame také

g(x,y)= of Th(a,b)f(x —a,y—bxadb= h(x,y)*f(x,y) . (1.57)
Je proto h _o}(x,y) * h(x,y) = h(x,y) * fx,y). (1.58)

Ze vztahu (1.56) vidime, ze konvoluce pocita vyslednou hodnotu v bod¢ (x.y) jako ,.vaZzeny prameére
funkce f's vahovou funkei %, ktera se ¢asto nazyva konvolu¢ni jadro nebo filtr (piesnéji fec¢eno se jed-
na o impulzovou charakteristiku filtru). Vypocet pii tom probiha tak, ze se funkce # v roving x,y otoci
o 1800 (disledek clenil se zapornymi znaménky v (1.56)) a pak se posune o vektor (x,y). Priibéh vypo-
¢tu je ilustrovan na obr. 1.1. Pro tiplnost jesté¢ poznamenejme, Ze vztahy pro jednorozmérnou konvo-
luci Ize ziskat ze vztahti (1.56), (1.57) tak, ze ¢leny odpovidajici jedné z proménnych jednoduse vy-
pustime. Mame tedy

F)*h(x)=h(x)* f(x)= ]:f(a)h(x—a)da = ]:f(x—a)h(a)da . (1.59)

1.2.5 Diskrétni konvoluce

Uvazujme nyni prostor diskrétnich obrazovych signalii. Necht’ je Q = {(m,n) | m =0,1...., M=1; n =
0,1,..., N—1} a f(m.,n) a h(m,n) necht’ jsou signaly z uvazovaného prostoru. Diskrétni konvoluci lze
pak zapsat pomoci vztahti

| M=
S(m,nfh(mn)=—— f(r.s)h(m—r.,n—s), 1.60
(mn) (mn) Mer(’)sz(‘) ( s) (m n s) ( )
(mon)e )=~ 5 3 o) (=)
h(m,n): f(m,n)=—— hr,s)f(m—r,n—s). (1.61)
Mvr=0s=0

Poznamenejme, Ze v literature lze pro konvoluci nalézt téz vztahy bez ¢lenu 1/(MN). Tento rozdil je
vcelku nepodstatny, protoze se jedna o pouhé nasobeni konstantou. Pfi odvozovani navazujicich vy-
sledkti je pouze zapotiebi mit na paméti, kterou definici pouzivame. Pov§imnéme si, zZe pfi vypoctu
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konvoluce budou pro funkce /4 popt. f ve vztazich (1.60), (1.61) vyzadovany také hodnoty vné rozsa-
hu 0,1...., M=1; 0,1...., N—1. Tento problém lze vytesit dvéma zpisoby. V obou doplnime definici
funkei £,/ i mimo oblast Q. Pii tzv. linearni konvoluci predpokladame, ze funkce f,# mimo oblast
nabyvaji hodnoty 0. Pti tzv. cyklické konvoluci funkce £,/ naopak povazujeme za periodické s perio-
dou M,N. Vypocet cyklické konvoluce lze pak provést na zakladé vztahti

f(m,n) :ﬁ%&g ( m—r)M,(n—s)N) (1.62)
nebo h(m,n)*f(m,n)—%MNMZ‘m_ lh(r,s)f((m—r)M,(n—s)N), (1.63)

kde zapis (p), znamend p modulo ¢. V praxi jsou uzivany oba zpisoby vypoctu. Volba zavisi na tom,
zda v daném okamziku vice vyhovuje predstava, ze signal nabyva mimo oblast Q nulovych hodnot

fab) Ha,b) nebo piedstava, Ze je signal periodicky. V kapitole 2 uka-
‘ En) Zeme, 7Ze predstava periodického signalu je uziteéna ze-
jména v souvisloti s Fourierovou transformaci.

— Predpokladejme, ze funkce /4 je reprezentovana matici. Pti
praktickych vypoctech Casto byva funkce /4 nenulova pou-
ze v relativné malém poctu bodt (je-li to mozné, pak takto

h—a, —b) h(x—ay —b) funkci h casto zémérnvé' yolimfa, abv}{ éasoyé’sloiitost vypo-

¢tu konvoluce byla ptijatelna). Pfi pouziti dosud uvede-

7 nych vztaht jsou nenulové hodnoty vétSinou bohuzel sou-

sttedény do rohti matice, coz komplikuje algoritmizaci a
/ snizuje efektivnost vypoctu. V uvedeném ptipadé je proto

/ (=€) uzitecné Cleny v matici reprezentujici funkci /4 preskladat a
(=&,-1) odpovidajicim zpiisobem modifikovat vztahy pro vypocet
Aa.b) h(x—a.y —b) konvoluce. Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze hodnoty

M.N jsou liché a polozme P=(M-1)/2, O=(N-1)/2. Za-
(—*\ ved'me funkei 7 , ktera je definovana nad oblasti {(#,n) |

V/ m=—P—P+1,..., P; n=—0,—0+1..... O}, pomoci vztahu

h(— m,—n), m<0,n<0
~ h(M—m,—n), m>0,n<0

Obr.1.1 Pribéh vypoctu konvoluce. P (m n) — . (1.64)
’ h(—m,N—n), m<0,n>0
h(M—m,N—n), m>0,n>0
S vyuzitim funkce I olze pak pro vypocet konvoluce pouzit modifikovaného vztahu
(A
h(m,n)s f(mn)=— Z Zh(r,s)f(m+r,n+s). (1.65)
MN r=—Ps=—Q

Predpokladejme, ze funkéni hodnoty 71 (m,n) jsou nenulové pouze nad oblasti {(m.n)|m=—-R...., R;
n==S,..., S}, kde R<P, S<Q. Ve vztahu (1.65) pak staci s¢itat v mezich —R<r<R, —S<s<§ a k praktické

reprezentaci funkce 7 na pocitaci staci matice rozméru (2R+1)x(25+1) (pro tuto matici byva casto
pouzivano terminu maska). Dale je zajimavé si povSimnout, Ze piedpisem pro cyklickou konvoluci lze
vypocitat téz konvoluci linearni. ProtoZe tato moznost ma prakticky vyznam, rozeberme ji podrobnéji.

Vyjdéme ze vztahu (1.65), jimz se v praxi linearni konvoluce nejcastéji poc¢ita. Uvazujme oblast Q=
{(mn) | m=0,1,.... M+R-1; n=0,1,..., N+S—1} arozsifme definici funkce f na celou oblast Q tak, ze
funkci f polozime nad oblasti Q\Q rovnu nule. Nyni by jiz pro ¢tenate mélo byt snadnym cviéenim,
aby ukazal, 7e linearni a cyklicka konvoluce daji shodny vysledek.
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2 Transformace obrazovych signala

Pti zpracovani signalil, a to vCetné signalil obrazovych, se Casto uplatiiuji techniky opirajici se o trans-
formace signalu. V této kapitole se budeme problematice transformaci signalu vénovat podrobnéji.
Nejprve se zaméfime na obecny pohled na transformace. Dale se pak budeme vénovat transformaci
Fourierové, ktera mezi transformacemi zaujima vyznamné postaveni a v praxi se Casto uplatiiuje. Ko-
necné uvedeme i nekteré dalsi transformace. Transformaci obecné rozumime ziskani popisu signalu
jako linearni kombinace funkci jisté zvolené baze. Velmi ¢asto je vstupem (nebo naopak vystupem)
transformace signal popsany obrazovou funkci pfimo udavajici intenzitu jasu v jednotlivych bodech

obrazu. Nejprve ukazeme, Ze i tento nejbéznéjsi zplisob reprezentace obrazu lze interpretovat jako
linearni kombinaci jistych bazovych funkci.

2.1 Baze d

Uvazujme nejprve prostor f diskrétnich signald, kde defini¢nim oborem signdli je mnozina Q =

{0,1,..., M=1}. V tomto prostoru uvazujme bazi
{@i(m) = 8(k—m) | kym = 0,1,..., M—1}. 2.
Je ziejmé, Ze tato baze je ortonormalni. V prostoru f dale uvazujme signal popsany funkci fm) uda-

vajici intenzitu signalu v jednotlivych bodech. Ze vztahu (1.2) vime, Ze kazdy signal je mozné vyjadrit
jako linearni kombinaci bazovych funkci. Je tedy

M-1
f(m)="> F(k)d(k—m). 2.2)
k=0
Hledejme nyni funkei F(k). S vyuzitim vztahu (1.30) mame
M-
Fk)="Y f(m)d(k—m)= f(k), k=0,1,.., M~1. (23)
m=0

Na zakladé vztahu (2.3) zjistujeme, Ze pro bazi dle (2.1) plati F(k) = f(k). Tento zavér neni prekvapi-
vy. Chtéli jsme zde pouze ukazat, Ze i bézny zplisob praktické reprezentace diskrétniho signalu pomo-
ci M-tice (fy.f1,-.., fir—1) intenzit 1ze interpretovat z pohledu pouziti bazovych funkci. Analogicky mi-
Zeme postupovat také v prostoru spojitych signalti. Zvolme bazové jadro podle piedpisu

(p(u,x) = S(u - x) . 2.4
Opét je ziejmé, Ze takto zvolend baze je ortonormalni. Uvazujme nyni v prostoru f spojity signal fx)
definovany nad oblasti Q. Ze vztahu (1.3) vime, Ze tento signal je mozné zapsat ve tvaru linearni
kombinace

f(x)= .[F(u)S(u—x)du. (2.5)
U
Na zakladé vztahu (1.33) pak mame

Flu)= [ £ (x)8(u—x)dv = £ (u). (2.6)

Vztah (2.6) ukazuje, ze pti volbé baze dle (2.4) je hledana funkce F rovna ptimo funkci £, | zde jsme
chtéli ukazat, ze i reprezentace signalu funkci f ma interpretaci z pohledu bazovych funkci. Pro bazi
dle vztahu (2.1), (2.4) budeme v dal$im textu pouzivat nazvu baze .

2.2 Transformace signalu

M¢gjme unitarni prostor signaldi. V tomto prostoru zvolme bazi. Transformaci rozumime pochod, kdy
pro signal popsany pomoci obrazové funkce (tedy jako linearni kombinace funkci baze §) uréujeme
jeho popis pomoci zvolené baze. Zpétnou (inverzni) transformaci pak nazyvame pochod opacny, kdy
pro signal popsany pomoci zvolené baze uréujeme obrazovou funkci. Uvazujme nejprve diskrétni jed-
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norozméerné signaly. Transformaci signalu f{m) rozumime nalezeni funkce F(k) ze vztahu (1.2), ktera
signal reprezentuje s ohledem na zvolenou bazi {@;}. Je-li baze {@;} ortonormalni (cozZ je vyhodné a
Casté), pak lze pro vypocet koeficientii pouzit vztahu (1.30). Zname-li naopak funkci F(k), pak lze ob-
razovou funkci f{m) urCit jako linearni kombinaci (1.2). Pro diskrérni dvojrozmérné signaly je odpo-
vidajici zobecnéni popsano vztahy (1.34), (1.4).

Transformaci diskrétniho dvojrozmérného signalu nazveme separabilni, jestlize plati

iy (m.n) = @1 (m)py(n). @.7)
Je-li transformace separabilni, pak ze vztaht (1.34) a (2.7) plyne

F(k,1)= ME_’] [/vi’lf(m, n)e; (n):ltp; (m). (2.8)

m=0Ln=0

Vztah (2.8) ukazuje, Ze jestlize je transformace separabilni, pak ji lze provadét odd€lené po fadcich a
po sloupcich bodii oblasti 2, nad niZ je signal definovan.

Ptedpokladejme nyni, Ze diskrétni dvojrozmérny signal je reprezentovan jednorozmérnym vektorem f
(staci zvolit pravidlo, podle kterého hodnoty f{m.n) umistujeme do jednorozmérného vektoru) a po-
dobné predpokladejme, ze i vysledek transformace je reprezentovan jednorozmérnym vektorem F.
Kazdy z téchto vektorti ma MN prvkd. Ze vztahu (1.34) vidime, ze kazdy prvek vektoru F je linearni
kombinaci prvki z f. Lze tedy transformaci (1.34) vyjadrit téz maticovym zapisem

F=0f, f=®'F, (2.9, 10)
kde matice @ je rozméru MNXMN. Poznamenejme, Ze je-li baze @y (m,n) ortonormalni, pak plati
o' =0T (2.11)

Jestlize je transformace separabilni (vztah (2.7)), pak Ize nalézt maticovy zapis, ktery je co do rozmé-
ru matic ponékud uspornéjsi. Necht’ je tentokrat signal pied a po transformaci reprezentovan maticemi
f a F, které jsou rozméru MXN. Separabilni transformaci lze pak vyjadfit ve tvaru (prakticky ptiklad
uvedeme pozdéji v souvislosti s vypoétem Fourierovy transformace)

F=0.00!, f=07Fo| . (2.12, 13)

Podle o¢ekavani lze analogicky postupovat také v prostoru spojitych signald. Necht' f je takovy pro-
stor. V ¥ zvolme bazové jadro @(u,x). Dale v f uvazujme signal f{x). Transformaci signalu rozumime
stanoveni funkce F(u), ktera uvazovany signal reprezentuje s ohledem na zvolené bazové jadro. Spl-
fuje-li bazové jadro podminku ortonormality (1.19), pak lze pro vypocet této funkce pouzit vztahu
(1.33). Zname-li naopak funkci F(u), Ize podle vztahu (1.3) zapsat funkci f{x) jako linearni kombinaci.
Pro spojité dvojrozmérné signaly 1ze obdobné uplatnit vztahy (1.35), (1.5).

2.3 Fourierova transformace

Ustfedni misto mezi transformacemi signalu zaujima Fourierova transformace. V této podkapitole se
zaméfime nejprve na spojitou Fourierovu transformaci, pak na transformaci diskrétni. Konecné uve-
deme také priklad algoritmu vypoctu rychlé Fourierovy transformace.

2.3.1 Spojita Fourierova transformace

Uvazujme prostor signalti, kde oblast Q definice signalu je dvojrozmérny euklidovsky prostor E2.
Fourierovu transformaci obdrzime, jestlize bazové jadro volime ve tvaru

(p(u,v,x,y) = exp[j2n(ux + vy)] . (2.14)

Ponechavame na ¢tenafi, aby si ovéfil, Zze uvedené bazové jadro je ortonormalni - tj., Ze ve shod¢ se
vztahem (1.25) plati
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°j’ of J2TE x+ vly)]exp[ J2n(u2x + vzy)]dxdy 8( — U,V — v2) (2.15)

(Navod: Pouzijte vlastnost (1.48) Diracova impulzu.) Na zaklad¢ vztahd (1.35), (1.5) mizeme tedy
pro spojitou Fourierovu transformaci dvojrozmérnych signalii psat:

oo oo

F(u,v)= .[ .[f(x, y)exp[— j21t(ux + vy)]dxdy (2.16)

—00 —00

= ]f ]ff(x» J/)[COS 2m(ux + vy)— jsin 2Tc(ux + vy)]dxdy ,

—o00 —oo

flx,y)= of TF(u, v)exp[j2n(ux + vy)]dudv 2.17)

—o00 —o0

= J- J‘ F(u, v)[cos 2Tt(ux + vy) + jsin 271:(ux + vy)]dudv .
Ze vztahu (2.16) vyplyva, ze obecné je F(u,v) komplexni funkce. Rozepsanim na realnou a imaginarni
slozku mame
Flu,y) = R(u,v) + jl(u,v). (2.18)

Pro amplitudu |F(u,v)| a fazovy posuv ®(u,v) pak plati

|F(u,v)| = \/Rz(u,v)-irlz(u,v), @(u,v) = arctg[L(u,v) / R(u,v)]. (2.19)

Hodnota |F(u,v)| vyjadiuje, jak je frekvence u,v obsazena v pavodni funkei f(x,y). Funkce |[F(u,v)? se
nazyva energetické spektrum signalu fx,y). Vztahy (2.16), (2.17) provadi zobrazeni komplexniho sig-
nalového prostoru na sebe a jsou tedy operatorem nad timto prostorem. Rikame, Ze funkce F(u,v) je
Fourierovou transformaci funkce f{x,y) a funkce f(x,y) je zp€tnou (inverzni) Fourierovou transformaci
funkce F(u,v). Tyto skutecnosti zapisujeme takto:

Fuyv)=F{fxy)y, fxy)=F YFuy)}. (2.20)

Poznamenejme jesté, Ze pri zpracovani obrazového signalu f{x,y) chapeme frekvenci jako ,.frekvenci
délkovou* - tj. kolik period se vejde na jednotku délky obrazu. Je dale zajimavé poukazat na souvis-
lost Fourierovy transformace s Fourierovymi fadami, které jsou dobfe zndmé ze zakladniho kurzu
matematiky. Necht’ f(x,y) je periodicka funkce s periodou /, ve sméru osy x a periodou /, ve sméru osy
y. Fourierovou fadou funkce f{x,y) pak nazyvame trigonometrickou fadu

Flx,y)= i i o exp[+ jzn[l—+l—yJ] (2.21)

H=—00 f=—00 x y

= 2 Z | COS2T L + jsin2m me ,
oz L1 .1

Mm=—oc0 p=—o0 X y x y
| /)2 zy/z
kde m =TT j [ 7. y)expli J2n(1—+’;—yJ:|dwdy. (2.22)
Iy/21y )2 x

K prechodu od Fourierovy fady k Fourierové transformaci sta¢i obecnou (a tedy neperiodickou) funk-
ci povazovat za specialni pripad funkce periodické, kdy je perioda nekonecné dlouha, a dale vyjit z
pfedpisu (2.21) pro Fourierovu fadu: Uvazujme periodickou funkci f(x,y) s periodami /,, /. Jestlize se
periody /,, I, prodluzuji, pak se podle vztahu (2.21) jednotlivé sloZky spektra navzajem priblizuji aZ je
nakonec pfi nekonecné dlouhych periodach vzdalenost mezi sousednimi slozkami spektra nekonecné
mala. Diskrétni spektrum se tak zménilo ve spektrum spojité. Pro ilustraci spojité Fourierovy trans-
formace uvedeme nékolik prikladd, jejichz vysledkli pozdéji pouzijeme.
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Priklad 2.1. Najdeme Fourierovu fadu pro funkci f{x,y), ktera je tvofena nekone¢nym polem Diraco-
vych impulzi, které se opakuji ve vzdalenostech Ax, Ay. Uvedena funkce ma tvar

Fp= Y D 8(x—kAx,y—IAy).

k=—c0 [=—co

Funkce je vyobrazena na obr. 2.1. Podle vztahu (2.22) mame

] A2 A2 o " |
T T E B D

—Ax/2 —Ay/2 k=00 [=—c0

Vztah pro c,, jsme obdrzeli s uvazenim skutec-
nosti, ze integrujeme po délce jedné periody - v
naSem piipadé tedy od —Ax/2 do Ax/2 aod —Ay/
2 do Ay/2, kde &(x—kAx, y—IAy) nabyva nenulové
hodnoty pouze pro A=/=0. Dale jsme vyuzili
vlastnost (1.46) Diracova impulzu. Pro hledanou
fadu pak podle vztahu (2.21) vychazi

KT e Pt T ey =+ Z Z eXp[Jzn(_JrAyH

Ax Y o n=—es

Obr. 2.1. Pole Diracovych impulz.

Piiklad 2.2. Nalezneme Fourierovu transformaci funkce 9,(x,y) (odstavec 1.2.3). Na zaklad¢ predpisu
(2.16) postupné dostavame:

w0 oo 1/2n 1/2n
F(u,v) = J. J.Sn (x,y)exp[— j2n(ux + vy)}ixdy =n’ ]./[2 J;XP[_ j2n(ux + vy)]dxdy
1/2n 1/2n
=n’ .[exp[— j2nux]dx J.exp[— j2nvy]dy .
—1/2n —1/2n

S vyuzitim Eulerova vztahu €/ = cos@+jsing a po integraci pak vyjde

, sin(nu/n) sin(nv/n) .

F =
(w,v)=n -~ -
Zavedeme funkci sinc(u,v) = sm(nu) s1n(nv)
T pin%
Pak vychazi )= 715, (x.9)} = sin(mu/n) sin(mv/n) _ sinc(ﬂ,l), 223)
Tu/n Tv/n nn

Konstatujeme, ze obdélnikovy im-
pulz J,(x,y) ma nekonetné spojité
realné frekvencni spektrum. Ampli-
tuta slozek spektra je vyjadfena
funkci sinc(u/n,v/n). Protoze se s
funkci sinc budeme setkavat velmi
Casto, uvadime na obr. 2.2 graf
Obr. 2.2. Funkce sinc(x). funkce sinc(x). .
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Piiklad 2.3. Nalezneme Fourierovu transformaci Diracova impulzu 8(x,y). Vyuzijeme vysledku z
piedchoziho piikladu, kde polozime n—ec. Mame proto

F{8(x,y)} = lim [smc(% ;):|—1

n—co

Frekvenéni spektrum Diracova impulzu O(x,y) je opét spojité realné a nekone¢né. Amplituda vSech
slozek spektra je konstantni a je rovna 1. o

Priklad 2.4. Nalezneme Fourierovu transformaci funkce f{x,y), ktera je tvorena nekone¢nym polem
Diracovych impulzi opakujicich se ve vzdalenostech Ax, Ay:

oo

F =Y D 8(x—kAx,y—IAy).

k=—c0 [=—co

Uvedena funkce je vyobrazena na obr. 2.1. V piikladé 2.1 jsme pro tuto funkci jiz nasli Fourierovu
fadu (funkce je periodicka). Abychom obdrzeli ,,pékny* vysledek, provedeme nyni misto Fourierovy
transformace pivodni funkce transformaci jejiho Fourierova rozvoje, ktery jsme obdrzeli v prikladu
2.1. Z ptikladu 2.1 mame

fx, y)—— 2 2 eXp|:J2TC(—+ yJ:|
Y=o n=—co Ay
Dosazenim uvedeného vztahu do predpisu (2.16) ziskame
T C [ mx  nmy .
exp| 27| — +— | [exp|— j27(zx + vy )|dxdy .

Po zaméné poradi integrovani a sumace a po tipraveé dostaneme

F(u,v)= —ngw n_z_m _jx .[oexp{ Jzn[(u— E)x + (v - A—y) y:|}dxdy .

S uvazenim vlastnosti (1.48) Diracova impuzu pak kone¢né obdrzime vztah

Vidime, Ze Fourierovym obrazem nekoneéného pole Diracovych impulzi vzdalenych vzajemné o Ax,
Ay je opét nekonecné pole Diracovych impulzl, kde jsou impulzy vzajemné vzdaleny o 1/Ax, 1/Ay. e

Piiklad 2.5. Ukazte, 7¢ Fourierovou transformaci funkce cos(2max) je funkce [d(u—a)t+d(uta)l/2.
Provedeni piikladu ponechavame &tenafi jako cviCeni. Navod: pouzijte vztahu cos@=(ei®+e9)/2 a
dale pouzijte vlastnosti (1.48) Diracova impulzu. Z ptikladu vidime, ze spektrum funkce cos(2max)
obsahuje pouze slozky u = a, u=—a. Takovy vysledek jsme ovSem jisté intuitivné ocekavali. o

2.3.2 Vlastnosti spojité Fourierovy transformace

V tomto odstavei uvedeme nékolik vlastnosti Fourierovy transformace, které se ve zpracovani obrazu
Casto uplatniuji. Protoze dikazy uvedenych vlastnosti jsou vesmes jednoduché, ponechavame je ¢tena-
fi jako cviceni (zpravidla vSak uvadime stru¢ny navod, jak pti dikazu postupovat). Ve shod¢ s diive
pouzivanym zna¢enim je i zde F(u,v)=%{f(x,y)} Fourieriiv obraz funkce f{(x,y), G(u,v)=%{g(x,y)} Fou-
rier(v obraz funkce g(x,»); a, b jsou ¢isla. Obecné mohou byt funkce f(x,y), g(x,y) i Cisla a,b komplex-
ni.

a) Linearita:  F{af(x,y)+bg(x.y)} = aF{f(x,y)} + bF{g(x.y)} = aF(u,v) + bG(u,v). (2.24)

K dikazu této vlastnosti pouzijte piedpis (2.16) pro Fourierovu transformaci. Dale jiz vlastnost ptimo
vyplyva z vlastnosti integrovani.
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b) MéFitko: Necht o,f jsou realna &isla. Pak plati

F{flox,By)} = Fu/a, v/B)/|op. (2.25)
K ditkazu této vlastnosti vyjdéte z piedpisu pro Fourierovu transformaci a zaved'te transformaci pro-
ménnych x"=ow, y'=Py.
¢) Posuv: F{fx—x0, Y—V0)} = Fu,v)exp[—j2m(uxy+vy,)]. (2.26a)

K ditkazu této vlastnosti vyjdéte z piedpisu pro Fourierovu transformaci a zaved'te transformaci pro-
meénnych x'=x—x,, y'=y—y,. Podobnou vlastnost Ize nalézt také ve frekven¢ni doméne:

F Y F(u—ug, v—r,)} = fx,y) explj2m(uox+vyy)]. (2.26b)

Vlastnost (2.26b) byva nazyvana modulaci. Ponechavame na Ctenati, aby promyslel opravnénost to-
hoto nazvu.

d) Reflexe: g{f(‘%}’)} = F(—M,V), ig{f(xa_y)} = F(u,—v), g{f(_xa_y)} = F(—M,—V) (2273)

a také F{f (=)} = F(u,y), (2.27b)

kde * oznacuje komplexné sdruzenou veli¢inu. K dikazu vlastnosti (2.27a) opét postaci substituce x'=

—x, y'’=—y. K dikazu vlastnosti (2.27b) pouzijte ptedpisu (2.16) pro F(u,v), proved'te komplexni sdru-

zeni a vysledek dale upravte.

¢) Konvoluéni teorém: F{fixy) * gxy)} = Fuy) G(u,v), (2.28a)
F{fix.y) gley)} = F(uw) * G(u.v). (2.28b)

konvoluce funkci £, g je soucin Fourierovych obrazi ¥, G obou funkci. Podobné je Fourierovym obra-
zem soucinu funkcei £, g konvoluce Fourierovych obrazd F, G obou funkci. S ohledem na mimotadny
vyznam uvedenych tvrzeni provedeme tentokrat i dikaz.

Diikaz. Dokazeme vlastnost (2.28a). Diikaz druhé vlastnosti lze provést obdobn¢. Vime, ze konvoluce
funkci je definovana predpisem

. y)glx,y)= T ]of (a.b)g(x—a,y—b)dadb.

—00 —o0

Pro Fourierovu transformaci konvoluce pak podle predpisu (2.16) mame

g{f(x,y)* g(x,y)} = T T [ T Tf(a,b)g(x —a,y— b)dadb] exp[— jZTE(ux + vy)]dxdy )

—00 —o0 | —oo —c0

Zameénou potadi integrace dostavame

g{f(x,y)* g(x,y)} = ]‘f ]‘Z f(a,b)[ ]‘2 ]fg(x -a,y —b)exp[— j2n(ux +vy)]dxdy:|dadb .

—00 —o0 —00 —oo

Uplatnénim vlastnosti (2.26a) ziskame

ff'{f(x,y)* g(x,y)} = ]f Tf(a,b)G(u,v)exp[— j21t(ua + vb)]dadb .

—00 —o0

Tento vztah Ize pak jiz kone¢né upravit na tvar

5‘7{f(x,y)* g(x’y)} =G(u.v) T Tf(a,b)exp[— i2m(ua + vb)]dadb = F(u,v)G(u,v). .

—00 —o0

f) Parsevaliv teorém: Predpokladejme, ze obecné jsou funkce f{x,y), g(x,y) komplexni a pouzijme
symbolu * pro oznaceni funkce komplexné sdruzené. Parsevalilv teorém tvrdi:
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J‘ J‘f x y x , ¥ dxdy J‘ J‘F u, v G:(u,v)dudv. (2.29)

—o00 —o0 —00 —o0

Ve specialnim ptipadé, kdy je flx,y) = g(x,y), prechazi uvedeny vyraz na tvar

T T|f (xay)|2dXdy=]o T|F(u,v)|2dudv. (2.30)

Vyraz na levé strané vztahu (2.30) mlze byt interpretovan jako celkovy vykon signalu f(x,y). Vyraz
|F(u,v)|?> ma proto vyznam vykonového spektra signalu f{x.y).

g) Korelaéni teorém: Opét predpokladejme, Ze obecné jsou funkce fx.y), g(x,y) komplexni. Kfizova
korelace Ry, a autokorelace Ry deterministickych funkei f{x,y) a g(x,y) jsou definovany pomoci vztahi

ng (a,b)= J‘ J‘f xX—a,y— b) (x y)dxdy, 231

—o00 —o0

= I J.f*(x—a,y—b)f(x,y)dxdy= J Jf(x+a,y+b)f*(x,y)dxdy. (2.32)

Ne ndhodou uvedené vztahy ptipominaji Ctenafi vztah pro konvoluci. Skute¢ng, jediny rozdil je ve
znaménku Clenu (x—a, y—b). Také tvrzeni korela¢niho teorému koresponduje s tvrzenim teorému kon-
voluéniho. Korelaéni teorém totiz tvrdi:

F{Rp} = F¥(u,y) G(u,v), (2.33)

F{Ry} = F*(u,v) F(u,v) = |F(u,v). (2.34)

Diikaz vztahu (2.33) lze provést podobné jako u konvoluéniho teorému. Vztah (2.34) vyplyva ze vzta-
hu (2.33).

h) Derivace: Pro Fourierlv obraz derivace funkce plati vztahy

of (x, , of (x, :

F —f(x y) = RnuF(u,v), 7 —f(x ») = j2nvF (u,v). (2.35)
ox dy

K diikazu této vlastnosti staci vyjit z definice Fourierovy transformace a pouzit integrace per partes.

Pii tom pfedpokladame, ze plati f(—eo,p) = floo,y) = flx,—o0) = A(x,o0) = 0. Analogicky lze také odvodit

napft. vztah pro Fouriertiv obraz laplacianu funkce. Dostaneme

2 2
g{a f(X,y)+a f(x’y)}=—41t2(u2+v2)F(u,v). (236)

ox? a0’

2.3.3 Diskrétni Fourierova transformace

Uvazujme prostor signalli, kde je oblast €, nad niz jsou signaly definovany, tvofena mnozinou bod,
které indexujeme pomoci dvojice indexti m=0,1,..., M—1, n=0.1,..., N—1. Diskrétni Fourierovu trans-
formaci v tomto prostoru obdrZime, jestlize bazi volime ve tvaru

(pkj(m,n)=Jlmexp[jzn(’"ﬂﬂ%lﬂ, k=0,1,.., M=1, [=0,1,..., N—1. (2.37)

Opét ponechavame na Ctenari, aby ovefil, Ze takto zvolena baze je ortonormalni - tj., ze plati

e nly mky, nl,
— 2 zexp[ﬂﬂ:( N)]exp[ J2TC( TR )] 8(ky —kyly = 1,). (2.38)

mOnO

Podle vztahu (1.34) pak pro diskrétni Fourierovu transformaci plati

M mk nl
e 2T — 1|, £=0,1,..., M=1, [=0,1,..., N-1. (2.39
Zmen XP[J (M Nﬂ (2.39)

mOnO
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V souladu se vztahem (1.4) pro zpétnou Fourierovu transformaci dostavame

1 e mk nl

f(m,n) = m Z ,zoF(kJ) exp[j2n(ﬁ + NJ] . (2.40)

Predpokladejme nyni, Ze signal je reprezentovan matici f a jeho Fourierliv obraz matici F. Ob& matice
maji rozmér MXN. Protoze Fourierova transformace je separabilni, lze ji zapsat podle vztahu (2.12) ve
tvaru

F = O Dy . (2.41)
, " - 2n
Zaved'me oznaleni W, =exp Yk (2.42)
Pro matice ®g, ®¢ pak plati
Wy Wy Wy wY
| Wy Wy wa o .owy!
vl L L B w2V (2.43)
- - .
_st W/O’_l W}%(N 1) W}E}/\ 1) |
W Wl WY wo, ]
| wh o owl, weo L
Oc=——|\Wy Wi Wy . Wi (2.44)
0 M-l (M1 M-1)?
Wy Wy WM( ) W/$4 : ]

Zpétnou Fourierovu transformaci Ize pak zapsat maticovym vztahem
f = O Fdy, (2.45)

kde * znamena komplexné¢ sdruzené matice.

2.3.4 Vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace

V tomto odstavci uvedeme nékolik vyznamnéjsSich vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace. Jisté
nepiekvapi, ze vétSina z nich koresponduje s vlastnostmi Fourierovy transformace spojité. Vlastnosti
proto uvedeme pouze ve stru¢ném pichledu. Predpokladejme, ze f(m.n), g(m.n) jsou diskrétni signaly,
F(kD), G(k,l) jsou Fourierovy obrazy téchto signalli, a.b jsou Cisla (obecné komplexni). Vlastnosti
diskrétni Fourierovy transformace pak miizeme formulovat takto:

a) Linearita: Y {af(mn)ytbg(mn)} = a¥{fimn)} + bF{g(mn)} = aF(k,l) + bG(k.]). (2.46)

b) Periodicita: Ve vyrazu (2.39) pro Fourierovu transformaci jsme predpokladali, ze £./ jsou z rozsa-
hu £=0,1,2,.., M-1 a 1=0,1,2,..., N-1. Pokud bychom se pokouseli vypocitat hodnoty Fourierova
obrazu pro %,/ mimo uvedené meze, pak analyzou vztahu (2.39) zjistime, Ze plati

Fk-D) = F(k,N-I), F(-k)])=F(M-k).), F(-k-1)=FM-kN-I), 2.47)
F(oM+k, BN+ = F(k,), o,f=0=+1£2.... . (2.48)
Podobné také z predpisu (2.40) pro zpétnou transformaci vychazi
f(_m’n) :f(M_man)a ﬂm’_n) :ﬂm’N_n)’ f(_m’_n) :ﬂM_m’N_n)’ (249)
AoMrm, BN+n) =fm,n), o,p=0=x1,£2.... . (2.50)

Uvedené vlastnosti vyplyvaji z periodicity exponencialniho ¢lenu ve vyrazech (2.39), (2.40).
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¢) Kruhovy posuv: Necht’ f{m,n) je periodicka funkce s periodou M,N. Pro Fourierovu transformaci
funkce f(m—mgy,n—ny) plati

k n /
G — MWy, n—A F k l)ex pn| 2% 4 Mol ) ) 2.51a
{f( 0 0 } ) P[ J ( v ( )
Podobnou vlastnost 1ze nalézt také ve frekvenéni doméné:
_ ) ko nl
FUF(k-ky,1-1,) = f(mn)exp| j2n M+—0) . 2.51b
[F(k=ko.d =)} = £ (m.n) xp[J (2 (2.51b)

Poznamenejme, ze piedpoklad periodicity funkce f{m,n) jsme zde zavedli k tomu, aby funkce fm—
my,n—ny) byla definovana na celé oblasti m=0,1,..., M—1; n=0,1,..., N—1 pro kazdé my, ny.

d) Komplexné sdruzena hodnota: Je-1i funkce f{m,n) realna, pak plati
FlaM—=k, BN-1) = F*(k,)), o,B=12,... . (2.52)

Vlastnost snadno dokazeme, jestlize levou i pravou stranu rovnice (2.52) rozepiseme podle vztahu
(2.39). Pro prakticky vypocet diskrétni Fourierovy transformace realnych signali ma vlastnost velky
vyznam. S jejim vyuzitim posta¢i hodnoty F(£,]) pocitat ptiblizné v poloviné bodii.

¢) Konvoluéni teorém: Podobné jako pro spojitou Fourierovu transformaci plati i pro transformaci
diskrétni, ze Fourierova transformace konvoluce funkci v prostorové doméné je souinem Fouriero-
vych obrazii funkci v doméné frekvenéni a naopak souc¢inu v prostorové doméné odpovida konvoluce
v doméné frekvencni. Konvoluce se v tomto piipad€ uvazuje cyklicka. Je tedy

fﬂr{f(m,n)*g(m,n)} ﬁF(k l) (k,l), (2.53a)

F{f (m.n)g(m,n)} = MN F (k.1 G(k.I). (2.53b)

f) Korelaé¢ni teorém: Definujme nejprve kiizovou korelaci Ry, a autokorelaci Ry deterministickych
diskrétnich funkci f{m,n), g(m,n):

1 S
ng m,n) _W Z Z r—ms—n )g(r,s), (2.54)
| MsIN= M-1N—
Rﬁ m,n _WZ’Z r—ms—n)f Z—Z:‘)zéfr+ms+n (r,s). (2.55)
Korelaéni teorém tvrdi: ?{ng(m n)}=ﬁ ( ) (k,l), (2.56)
1

(2.57)

TRy (mon)} = —— T (k)= m|F(k,z)2.

Poznamenejme, ze podobné jako u konvoluce se i korelace a autokorelace uvazuji cyklické (nebo se
piedpoklada, ze funkce fm,n), g(m,n) jsou periodicke).

g) Parsevaliiv teorém: Predpokladejme, Ze obecné jsou signaly flx.)), g(x,y) komplexni a pouZzijme
symbolu * pro oznaceni komplexné sdruzené funkce. Parsevallv teorém tvrdi:

M-1N-1 M-1N-
D, D f(mn)g (mn)=" ZF (k.1)G (2.58)
m=0 n=0 k=0 [=0

Ve specialnim ptipadé, kdy Ax,y) = g(x,y), prechazi uvedeny vyraz na tvar

M-1N-1 M—lN—l 5
PIDICED DI (X) (2.59)
m=0 n=0 k=0 1=0
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2.3.5 Rychla Fourierova transformace

Ze vztahu (2.39) vidime, ze algoritmus vypoétu dvojrozmérné diskrétni Fourierovy transformace mi-
7e ve své naivni podobé dosahnout asové slozitosti fadové M?N? operaci. Pfi tak vysoké slozitosti by
moznosti praktického pouZiti Fourierovy transformace pti Cislicovém zpracovani dvojrozmérnych sig-
nall byly velmi omezené. Nastésti vSak byly nalezeny algoritmy, jejichZ ¢asova slozitost je podstatné
niz§i. Ukazeme zde podrobnéji jeden z nich. Efektivnost algoritmu je zaloZena na vyuziti techniky
déleni na podproblémy polovi¢ni velikosti, s niz se pii konstrukci efektivnich algoritmil setkdvame v
programovani dosti Casto. Algoritmus, ktery zde popiSeme vyzaduje, aby pole popisujici signal bylo
Ctvercové (M=N) a aby jeho rozmér byl celoCiselnou mocninou ¢isla 2. Pro Gspornost zapisu zaved'me

Wy = exp[_in] apolozme Q(k,/)= NF(k.I). (2.60)
Vztah (2.39) mizeme pak prepsat takto
O(k.1) = Soo (k. 1) + Soy (kDWW + Syo (kDWW + Sy (kDWW (2.61)
N/2-1N/2-1 N/2-1N/2-1
kde  Seo(k)=Y D fem2anywg™ 2 Sg (ki)=Y D fem2n+ )W (2.62)
m=0 n=0 m=0 n=0
N/2-1N/2-1 N/2-1N/2-1
Sptk)="Y Y fem+12m)wg™ sy (kD)= Y, Y fm+12n+ )
m=0 n=0 m=0 n=0

Z periodicity ¢lent Wy2mkt2nl yyplyva, ze pole Soo, So1, S10, S11 jsou periodicka s periodou N/2 v obou
smérech. S vyuzitim tohoto faktu a s vyuzitim skuteénosti, ze W)N2=—1, pak ze vztahu (2.61) plyne

O(k.1) = Soo (k. 1) + Soy (kDWW + Syo (kW + Sy (kDWW (2.63)

(kl+ ) )= So1 (KDWY + Sy (kW = Sy (kWA
(k+—l) o(ko 1)+ Soy (k.1 = Sy (k. )W = Sy (kWA

Q(k+% I+ 2) Soo(k.0) = Sor (kW4 = Syo (DWW + Sy (K, DWRT
kde k=01, ,N/2-1.

Uvedené vztahy jiz podavaji navod na aplikaci techniky déleni na podproblémy polovi¢ni velikosti.
Hledané pole QO rozméru NxN lze podle vztahd (2.63) urdit na zakladé znalosti ¢tyt dil¢ich poli Sy,
So1> S10» S11 rozméru N/2XN/2. Ze vztahil (2.62) vyplyva, ze pole Syg, So1, S10» S11 jsou diskrétni Fou-
rierovou transformaci vybranych prvki vstupniho pole f (napt. pole Sy, je Fourierovou transformaci
téch prvki pole f, které maji sudé indexy). K vypoctu poli Syg, So1, S1p, S11 proto mizeme rekurzivné
pouzit praveé popisovaného algoritmu. Rekurzivni déleni kon¢i tehdy, jakmile d€lenim vzniknou pole
obsahujici pravé jediny prvek. Pole obsahujici jediny prvek je totiz samo svym Fourierovym obrazem.

Proved’'me jesté odhad Casové slozitosti popsaného algoritmu. Piedpokladame, ze pro Cinnost algorit-
mu mame k dispozici tabulku hodnot W,#, které se vyskytuji ve vztazich (2.63). Slozitost algoritmu
budeme hodnotit podle poctu nasobeni. Necht” Cy je pocet komplexnich nasobeni, které algoritmus
vykona pfi vypoctu transformace pole rozméru N. Plati

Cy =4Cy) + %Nz . (2.64)

Clen 3N2/4 na pravé stran& rovnice (2.64) vyjadiuje po&et nasobeni, ktera je tieba provést p¥i vypodtu
pole Q o rozmé&ru NxN podle vztaht (2.63) (jedna se o po&et nasobeni So;(k,HWy, Sio(k.D)WiE,
S1kEDW KL pole Sog, So1» S10- S11 maji rozmér N/2). Clen 4Cy, pak vyjadiuje podet ndsobeni, které-
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ho je zapotiebi k vypoctu poli Sgg, So1, S0, S11- S ohledem na rekurzi mizeme vztah (2.64) dale roze-
psat takto:

2
3 5 3(N 3 5
Cy=4Cyp +—N"=HA4Cypuu+—|—| |+—N"=.. 2.65
v N2ty [ N/4 4(2)] 1 (2.65)

Protoze hloubka rekurze je log, N, vychazi z vyrazu (2.65) pro pocet nasobeni vztah
3
Cy = ZN2 log, N . (2.66)

07 @4n @7n ©n Q7 &7 67 (7.7 < N o
03) @43 23 63) (3) 63 G3) (13) Pocet komple.xmc’h scr[?l,m’ je pfi promysvlenve.

’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ implementaci nasledujici (vSechny Ctyfi
0.5 @5 25 (65 (15 9 G5 (79 vztahy (2.63) pocitame najednou, stejné
On @n @n ©n @) GH GhH (7D souéty jednoduse nepo&itame dvakrat, takze
(0,6) (4,6) (2,6) (6,6) (1,6) (5.6) (3,6) (7.6) pro jednu dvojici £,/ je zapotebi celkem 8
(02) (42) (22) (62) (12) (52) (32) (72)  komplexnich s¢itani)

04 44 24 64 14 GH G4 (T4 Ay =2N?log, N . (2.67)

0,0) 4,00 (2,0 6,0 1,0) (5,0) (3,0 7,0 . .. . .
00 &0 20 60 10O GO Go 7.0 K praktické realizaci algoritmu jes$té pozna-

Obr. 2.3. Pieskladani pole N=8 pro vypodet rychlé  menejme, ze maji-li prvky poli vznikajicich

Fourierovy transformace. pfi rekurzivnim déleni lezet vedle sebe, pak

je nutné vstupni pole pred provedenim trans-

formace preskladat. Pravidlo pro preskladani je nasledujici: Prvek vstupniho pole na pozici m,n pre-

mistime na pozici #',n', kde hodnoty m',n' ziskame reverzi binarni reprezentace hodnot m,n (tj. pre-

Cteme binarni reprezentaci pozpatku). Ponechame na Ctenafi, aby toto pravidlo za pomoci vztahl
(2.62) promyslel a zdivodnil. Zplsob preskladani pole rozméru 8x8 ukazuje obr. 2.3.

Poznamenejme, Ze zde naznaceného postupu zalozeného na vyuziti techniky déleni na podproblémy
polovi¢ni velikosti 1ze pouzit také pro konstrukei algoritmii rychlé Fourierovy transformace libovolné
dimenze. Casova slozitost algoritmi tohoto typu v d dimenzionalnim prostoru je dana vyrazy

2d

Cy = Ly log, N, Ay=dN%log, N . (2.68)

Napf. pro jednorozmérnou Fourierovu transformaci uvedenym postupem snadno odvodime vztahy

O(k)=VNF(k), (2.69)
O(k) = So(k)+ Sy (kW5 . (2.70)
N/2-1 N/2-1
= Y femwym™ o Si(k)= Y fem+ 1wt 2.71)
m=0 m=0
(k) = (k) + S, (kW Q(k + %) = o) =5 (kW @.72)
Cy= %Nlogz N, Ady=Nlog,N. (2.73)

Na zavér tohoto odstavce o rychlé Fourierove transformaci nazna¢ime jesté jednu moznost, ktera je
zajimava zejména svoji jednoduchosti. Vztah (2.39) lze piepsat na tvar

N-1
Z {\/_ zf m,n exp[ j2n Z\f]}exp[— j2n%k]. 2.74)

mO

Tento vztah ukazuje, ze dvojrozmérnou Fourierovu transformaci pole f lze vypocitat tak, ze provede-
me nejprve jednorozmérnou Fourierovu transformaci vSech radki (vyraz ve slozené zavorce) a pak
jednorozmérnou Fourierovu transformaci vSech sloupcti. Poznamenejme, ze se jedna o disledek sepa-
rability Fourierovy transformace. Vyhodnotme ¢asovou slozitost tohoto postupu, kterou budeme opét
mefit poctem nasobeni. Pokud bychom pro jednorozmérnou Fourierovu transformaci radki a sloupci
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pouzili naivniho algoritmu s kvadratickou slozitosti, vysla by pro pole o rozmérech MxN celkova slo-
Zitost algoritmu MN?+NM?2. Zvolime-li vSak pro transformaci ¥adka a sloupct rychlou Fourierovu
transformaci se slozitosti Cy = 0.5Nlog;N (vztah 2.73), pak je celkova slozitost algoritmu
0.5(MNlogrN+NMlog, M). Je-li pole f Ctvercové o rozméru NxN, pak pro celkovou slozitost vyjadre-
nou poétem komplexnich nasobeni vychazi hodnota Mlog,N. Vidime tedy, Ze tento algoritmus je jen
o malo horsi nez algoritmus, ktery jsme popsali diive.

2.4 Kosinova transformace

V kosinové transformaci se vyuziva skute¢nosti, ze Fourierova transformace funkce, ktera je symet-
ricka podle obou soutadnych os, ma pouze realnou slozku - imaginarni slozka vyjde vSude nulova.
Ptitomnost pouze realné slozky je vyhodna z hlediska pamétové i ¢asové slozitosti vypoctl. Symetrii
funkce lze zajistit postupem, ktery dale popiSeme. Mé&jme diskrétni funkci f(m,n) definovanou nad
oblasti NxN boda (m,n = 0,1,..., N—1). Tuto funkci doplnime tak, abychom vytvotili funkci symetric-
kou. To lze provést dvéma zplisoby. Prvni z nich vede na funkci definovanou nad oblasti 2Nx2N bodi
(my=-N,—N+1,..., N—1) a nazyva se proto sudou kosinovou transformaci. Druhy vede na funkci de-
finovanou nad oblasti (2N—1)x(2N-1) bodu (m,n =—-N+1,—N+2,..., N—1) a nazyva se proto kosinovou
transformaci lichou. Podrobnégji ukazeme nejprve druhy zptsob - tj. lichou kosinovou transformaci.

Ozna¢me symetrickou funkci f(m,n) a definujme ji podle predpisu

f(mn)., m=20,n20

7 —mn), m<0,n=20
Fnny={ 0] .
f(ni,—n), mz20,n<0

f(— m,—n), m<0,n<0

(2.75)

Uplatnime-li na funkci f (m, n) diskrétni Fourierovu transformaci, mame

F(k,0)= 1 Nz_‘l Nz_‘lf (m,n exp|: J2TE( ik +n_l)] (2.76)
AN-1, 5,55 2N-1 2N-1)]
kl=-N+1,..., N-1.

Vezmeme-li v tivahu, ze funkce f(m, n) je symetricka, pak po tpravé dostaneme

N-1
F(k,1)= N1 2 2 f(m n cos(2n 2Nk Jcos(%t 2]3[_1). 2.77)

m=—N+ln=-N+1

S ohledem na symetrii dle (2. 75) lze tento vztah dale prepsat do tvaru

~IN-1
F(k,1)= 2]\;‘ 1%%0(}% c(n) f(m,n) cos(2n 2Nk 1)cos(27t 2}(}11_1) , (2.78)
1/2, p=0
kde, = . 2.79
) () { I, jinak 279)

Funkce ¢ zohlednuje skute¢nost, ze ve ¢tyfech symetrickych kvadrantech funkce /7(m, n) vytvorenych

podle vztahu (2.75) jsou hodnoty na osach symetrie sdileny dvéma kvadranty a hodnota v poc¢atku je
sdilena ¢tyfmi kvadranty. Protoze funkce cos(x) je suda, zjistujeme na zakladé vztahu (2.78), ze plati
Flk—D=F(k,]), F(-k)=F(k,]), F(—k~D=F(k,l) a ze tedy i frekvencni spektrum lze rozdélit na Ctyfi
symetrické kvadranty. Hodnoty F(k./) proto postaci pocitat a uchovavat pouze pro nezaporné indexy
k,l. Symetrie lze vyuzit i pti provadéni zpétné kosinové transformace. Z predpisu pro zpétnou Fourie-
rovu transformaci obdrzime pro zpétnou transformaci kosinovou vztah

Hon)= st 3 S ekl (ke 25 Jeo2m ) e
m,n _2N—1k:0;:00 c ,{)cos N1 cos 1) )
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Vzorce pro sudou kosinovou transformaci lze odvodit analogicky. Symetrie je v tomto pfipadé dosa-
zeno zrcadlenim plvodniho obrazu kolem ptimek x= —1/2, y= —1/2. Aby ve Fourierové transformaci
vedla symetrie k anulovani ¢lend obsahujicich funkci sinus, je zapotiebi posunout pocatek souradné
soustavy do bodu o soufadnicich (—1/2, —1/2). Pivodni soutadnice m,n se tak transformuji na hodnoty
(m+1/2), (n+1/2). V dopiedné sudé kosinové transformaci nelezi na osach symetrie zadné fady bodu
obrazu. Také v ptipadé sudé kosinové transformace plati F(k,—/y=F(k]), F(—k,D)=F(k]), F(—k,—
D=F(k,]), a proto i zde posta¢i pocitat a uchovavat pouze jeden kvadrant frekvencniho spektra. Hod-
noty F(k,/) lezici na osach symetrie jsou sdileny sousednimi kvadranty spektra. Pii vypoctu zpétné
transformace lze tuto skutecnost vzit opét v Givahu pouzitim funkce ¢. Zpravidla se polovina uvedené
korekce realizuje uz pti dopfedné transformaci a polovina pti transformaci zpétné. Pro doptednou a
zpétnou sudou kosinovou transformaci tak mame

Flkl)=5 szl f(m.n cos|:7t (2"; ;])k ]cos[n (2””)[}, .81)

m=0n=0 2N
m n 2 Z k l)cos n(2m+1)k cos n(2n+1)l , (2.82)
2Nk Sic 2N 2N
kde, c(p)Z{]/\/E’ p=0 (2.83)
1, jinak

Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, ze kosinova transformace nachazi vyznamné uplatnéni pti
kompresi obrazovych signalti. Vyuziva se v kompresnich metodach JPEG a MPEG, kde se pouziva
kosinové transformace sudé.

2.5 Waveletové transformace

V posledni dobé se diky nékterym svym vyhodnym vlasnostem uplatiiuji ve zpracovani obrazu také
tzv. waveletové transformace. Stejné jako ostatni transformace, je i transformace waveletova obecné
popsana matematickym aparatem zavedenym v predchozi a dale rozvadénym v této kapitole. Specialni
je ovsem volba bazovych (souradnicovych) funkci. Podrobngjsi informace uvedeme pozdgji. Pro ilu-
straci vSak jiz nyni poznamenejme, Ze vyznamnym rysem waveletové transformace je to, Ze jednotlivé
bazové funkce jsou lokalizované, ¢imz rozumime ze funkéni hodnoty nad jistou ,.relativné malou*
oblasti dominuji nad funkénimi hodnotami ve zbytku definiéniho oboru (to je vyznamny rozdil ve
srovnani napf. s transformaci Fourierovou). Z této skutecnosti pak vyplyva vétsina vyhod waveletové
transformace. Bazové funkce nejsou ve waveletové transformaci pevné piedepsany. Zménou pribéhu
bazovych funkci mizeme ménit vlastnosti transformace podle pozadavk, které jsou v fesené aplikaci
kladeny. Na obr. 2.4, 2.5 je uveden ptiklad znazoriujici typickou volbu bazovych funkci. Waveletové
transformace dnes jiz predstavuji rozvinuty a mocny prostredek se Sirokym uplatnénim. V tomto od-
stavei se proto z pochopitelnych diivodd musime omezit jen na zdkladni informace.

2.5.1 Spojita waveletova transformace

Zacneme jednorozmérnym spojitym piipadem. Necht wy(x) je realnd nebo komplexni funkce
y(x)e LA(R) a ¥(u) necht’ je jeji Fourieriiv obraz (zapis L%(R) oznacuje mnozinu funkei integrovatel-

nych se ¢tvercem, tj. funkci, pro které plati j - |\|;(x)|2dx < o). Je-li splnéno tzv. kriterium piipustnosti

(uvedené kriterium je postaCujici podminkou pro invertibilitu waveletové transformace (Chui 92))
2
- fo(a)
Cy = |—du <oo, 2.84
=1 @8

pak lze funkci y(x) vyuzit ke konstrukci waveletové baze. Funkei y(x) budeme v tomto textu nazyvat
zakladnim waveletem nebo stru¢né pouze waveletem. Protoze se ve jmenovateli integrandu rovnice
(2.84) nachazi hodnota |u|, vyZaduje kriterium ptipustnosti splnéni podminky
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¥(0)=0= [y(x)dr=0. (2.85)
Intuitivné také dale ocekavame W(e0)=0. Vidime tedy, Ze se priubc¢h frekvenéniho spektra pripustného
waveletu podoba frekvenéni charakteristice pasmové propusti. Opacné také impulzova charekteristika
néjaké pasmové propusti, vyhovuje-li vztahtim (2.84), (2.85), miize byt pouzita jako wavelet. Typic-
kym ptikladem zakladniho waveletu je funkce ve tvaru ,,mexického klobouku® popsana nasledujicim
predpisem (obr. 2.4)

W(x)=(1-2x7 Jexp(-2?). (2.86)

Mnozina {y,;(x)} funkci tvoficich bazi waveletové transformace miZe byt generovana translaci a

1 zménou méfitka zakladniho waveletu
1 x—b
A\ Vo) =v(2) es
\/ ‘0 \/ \/5 ¢

kde a>0, b jsou realna Cisla; a vyja-
dfuje méfitko, & vyjadfuje posuv

podél osy x. Koeficient 1/\a na pra-
vé stran€ rovnice (2.87) zajist'uje, aby vSechny funkce baze mély stejnou normu. Je totiz

Obr. 2.4 Wavelet y(x)=(1-2x2)exp(—x2).

= T2 =l o

Ve vztahu (2.87) mohou a,b obecné nabyvat libovolné hodnoty. Specialni volba hodnot a.b dava
vzniknout specialnim variantam waveletové baze, které mohou byt zajimavé z praktického hlediska.
Takovym piipadiim se budeme vénovat pozdéji. Pfi transformaci dvojrozmérnych signalli lze postu-
pupovat analogicky jako v ptipad€ signall jednorozmérnych. Postadi piedpokladat existenci piipust-
ného zakladniho waveletu y(x,y). Funkce waveletové baze pak opét ziskame translaci a zménou me-
Fitka

a a

1 -b, y-b
Wa,bx,by(xay)ZHW(x x, y) (2.89)

Waveletovou transformaci funkce f budeme v tomto textu oznacovat symbolem Fy. Ve shodé s
(1.33), (1.35) je waveletova transformace definovana vztahy

Fyla.b)=(fwap)= [ £ (x)d. (2.90)
Fy(abeby) = (FVan s, )= [ [F9)Wan, b, (v.0)dxdy. 2.91)

—o00 —oo

Je uzite¢né si povSimnout, ze transformaci funkce jedné proménné jsme dle vztahu (2.90) obdrzeli
obraz, ktery je funkci dvou proménnych. Podobné i v transformaci dle vzorce (2.91) vzrostl pocet
proménnych z 2 na 3. Poznamenavame rovnéz, ze za waveletovou transformaci funkci f{(x), fx,y) je
povazovana hodnota skalarnich soucinti (2.90), (2.91) i v pfipad¢é, ze waveletové baze W, x(x),
W, by, b, (X.Y) nejsou ortonormalni (pfi odvozeni vztahi (1.33), (1.35) jsme ovSem piedpoklad ortonor-
mality pouzili). Disledkem z toho vyplyvajicim je, Ze v takovém ptipad¢ pak Fw(a,b), Fw(a by, b,) jiz
nemaji vyznam koeficientli v linearni kombinaci (1.3), (1.5). Lze vSak ukazat, Ze jestlize je splnéna
podminka ptipustnosti (2.84), pak pro zpétnou transformaci plati vztahy

1 57 da
:C_“o w (@ bW o )dbaz, (2.92)
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0o oo oo

Fley)= CL [ JFw(abeb,)was, s, (x.¥)db,db, j_g’ . (2.93)

VY 0 —co—oo

Povazujeme za poucné a praktické ukazat, ze waveletova transformace souvisi s konvoluci (a tedy
s filtraci signalu). Uvazujme transformaci jednorozmérného signalu dle rovnice (2.90). Predpoklade;j-
me nyni, ze funkce Y(x) je realna (tedy nikoli komplexni - spInéni uvedeného predpokladu Ize v praxi
Casto oCekavat). Z rovnic (2.87), (2.90) mame

Futert)= [ 0Lv(Z5 o= 1 g oo

oo

= [F()F,(b—x)dx = £ *F,, (2.94)
~ 1 X

Vztah (2.94) ukazuje, Zze waveletovou transformaci vstupniho signalu f{x) lze vypocitat jako konvoluci
funkce f{x) s funkcemi W, (x). Funkce W, (x) ziskdme ze zakladniho waveletu y zrcadlovym pievra-

cenim a zmé€nou méfitka. Na zaklad¢ uvedené¢ho poznatku lze kostruovat efektivni algoritmy pro vy-
pocet waveletové transformace.
2.5.2 Waveletova transformace s dyadickou bazi

Waveletovych bazi, kde proménné a, b, by, by ve vzorcich (2.87), (2.89) mohou nabyvat libovolnych

hodnot, se v praxi nepouziva prili§ Casto. Spise se pouzivaji baze s dal§imi dopliiujicimi omezenimi.

Dyadicka waveletova baze pouziva zmény méiitka a =277 a translace b = 27k. Bazové funkce jsou
definovany predpisem

e N 040 V() =2/y(2 x - k). (2.96)
—— N =0,k kde —co<jk<co. Mnozina {\,} tvoii ortonormalni
—— N 20, k=2 bazi v L2(R) jestlize

—_— N —— 20,3 (W) kW) =B =18 (k—m)  (2.97)

a jestlize libovolnou funkei fix)e L%R) Ize zapsat jako
soudet

=1, k=0

F@)= Yo, (2.98)

]:1,IF1 j:—ook:—oo

S\
\/\f
— S\~ =1, k=2 V pfipadé ortonormalni baze poskytuje waveletova
transformace také hodnotu koeficienti ¢;; ze vztahu
1 = s
A =1, k=3 (2.98). Je tedy

Fy(j.k)=c;p = <f(x)’wj,k(x)> (2.99)

Z\/;]ff(x)qf*(yx—k)dx.

=2, k=0

A
Jv j=2, k=1
J\

=2, k=2 Vztahy (2.98), (2.99) popisuji rozvoj funkce Ax)

vzhledem k waveletu w(x). Stoji za povSimnuti, Ze

\/\/ =2, k=3 ackoli se jedna o rozvoj funkce jedné proménné, je

suma ve vztahu (2.98) dvojnasobna. Pfi praktické

Obr.2.5. Dyadick4 waveletova baze. implementaci na pocita¢i samoziejm¢ neni mozné

pracovat s neomezenym poc¢tem koeficientd. Vyuziva
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se proto skute¢nosti, ze pti vhodné volbé waveletu y(x) jsou
hodnoty koeficient s velkym |j|,|4| zanedbatelné.

Il— Jestlize se omezime na funkce f{x) a zakladni wavelety, jejichz

) A funkéni hodnota je vné intervalu (0,1) vzdy 0, pak mizeme sys-
tém bazovych funkci specifikovat jedinym indexem ». Uvedena
baze, oznaovana jako kompaktni dyadickd baze, je popsana

\/ZI—

—2 L] predpisem
— v, (x) =2/ w(zf X— k), (2.100)
5 kde hodnoty j, k jsou funkci n (n=0,1,...). Pro n > 1 se j stanovi
|—| jako nejvétsi celé ¢islo, které vyhovuje vztahu 27 < n, hodnota &

|_| jek =n-27J; pro n=0je j=-1, k=0. Podminka ortonor-
-2 mality a waveletovsky rozvoj pak maji tvar

L] (Vo W) =8(m—n), (2.101)
] flx)= icn\lfn(X), (2.102)

Fy(n)=c, = (£(x)w,(x)) =2/ of S’ (27 x—k)dx. 2.103)

Ptikladem kompaktni dyadické baze je baze Haarovy transfor-
S mace (neni bez zajimavosti, ze Haarova transformace byla po-
o pséana jiz v roce 1910, tedy daleko dfive, nez byla zpracovana

Obr.2.6. Bazové funkce teorie waveletll). Bazové funkce Haarovy transformace jsou vy-
obrazeny na obr. 2.6.

Haarovy transformace.

Podminka ortogonality ptedstavuje ve skutecnosti dosti silné
omezeni. Bylo ukazano, ze jedinym realnym waveletem, ktery je symetricky a soucasné generuje or-
togonalni bazi (symetrii rozumime, Ze pro nekteré g je funkce W(x—g) je bud’ suda nebo licha), je
HaarGv wavelet. Aby byla zajisténa vétsi volnost pii volbé bazovych funkci, je mozné zavést tzv. bi-
ortogonalni wavelety (Chui 92). Necht v, ¥ jsou dva rizné vavelety a {y ks {y ks necht jsou

baze jimi generované. Baze nazveme biortogonalnimi, jestlize je splnéna nasledujici podminka

(W) o0y ) = 8(j = 1)k — m) (2.104)

Pro dekompozici a zpétnou rekonstrukci pak plati (Chui 92, Castleman 96)
€k =<f(X),\Tfjk(x)>, d,k =<f(x),\|fj k(x)>, (2.105)
2"] WV 2 W (x (2.106)

Ve vztazich (2.99), (2.103) jsme zatim ptredpokladali, Ze f{x) je spojita funkce. Modifikace uvedenych
vztahil pro diskrétni pripad je pfimocara. Dostavame

Fy(j.k Jk—\/_Ef V(27 m—k). (2.107)

V této souvislosti poznamenejme, Ze také transformace, v niz a,b v rovnici (2.87) nabyvaji pouze dya-
dickych hodnot (tj. transformace, kde je baze popsana vztahem (2.96)), byva nékdy oznacovana jako
diskrétni waveletova transformace. Jak vidime, dochazi v tomto piipadé ke dvojznacnosti, protoze
také funkce, ktera ma byt transformovana, miize byt diskrétni nebo spojita.
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3 Stochasticky pristup k popisu obrazovych signali

V ptedchozich kapitolach jsme piedpokladali, Ze obrazové signaly popisujeme deterministicky jejich
velikosti v jednotlivych bodech obrazu a zpracovavame jednotlivé, nezavisle na jinych obrazovych
signalech. Tato predstava neni oviem vzdy G&elna. Casto chceme napiiklad navrhnout nebo vysetiit
parametry systému zpracovavajiciho n¢jakou tfidu obrazovych signalii, aniz bychom néjaky konkrétni
jednotlivy signal méli pfedem na mysli. V takovych ptipadech lze pouzit ptistupu stochastického. Pri
stochastickém ptistupu je obraz charakterizovan jistym souborem statistickych veli¢in. V této kapitole
popiseme zakladni nastroje, které se pii stochastickém ptistupu pouzivaji. Ke studiu kapitoly jsou po-
trebné zakladni znalosti z po¢tu pravdépodobnosti (ve stru¢ném piehledu je 1ze nalézt v dodatku A).

3.1 Nahodné pole

Pti stochastickém ptistupu se signal povazuje za ndhodny proces (jednorozmérné signaly) nebo za
nahodné pole (vicerozmérné signaly). Zavedeni uvedenych pojmi je vénovana tato podkapitola.
Necht’ .f je oblast v m-rozmérném euklidovském prostoru. Necht’ R oznacuje bod této oblasti. Poloha
bodu R je popsana vektorem r. Definujme nyni mnozinu {fz} nahodnych proménnych tak, ze pro kaz-
dy bod oblasti ¥ zavedeme jednu nahodnou proménnou. Je-li m = 1 (jednorozmérny signal), pak se
takto vytvofena mnozina nahodnych proménnych nazyva stochastickym (nahodnym) procesem. Je-li
m> 1, pak se pouziva terminu nahodné pole nebo terminu vicerozmérny stochasticky proces. Necht” €2
oznacuje mnozinu vSech elementarnich jevi (dodatek A) a m; je i-ty elementarni jev. Na nahodny pro-
ces (nadhodné pole) lze nahliZet ze dvou pohledi: 1) Jedna se o mnozinu {fx(®,) | Re ¥} nahodnych
proménnych. 2) Jedna se mnozinu {f,(r) | ,€ Q} funkci nad oblasti ./ - jedna funkce pro kazdy ele-
mentarni jev ®;. Pro nahodny proces (nahodné pole) zavedeme znaceni f(r,w;) nebo také pouze strug-
n¢ f(r). Pfi zpracovani obrazi pracujeme nejcastéji s dvojrozmérnymi nadhodnymi poli f(x,y). Vezme-
me-li v Gvahu, Ze pro kazdou hodnotu r je f(r) nahodnou proménnou v obvyklém smyslu, pak neni
obtizné zavést distribu¢ni funkci Pyz,r) a hustotu pravdépodobnosti pgz,r) nahodného pole. Jak dis-
tribu¢ni funkce, tak hustota pravdépodobnosti jsou v tomto piipadé také funkci polohy r. Distribu¢ni
funkce Pi(z,r) je definovana obvyklym zpisobem (dodatek A) - tj. jako pravdépodobnost udalosti
{f(r) < z}. Je tedy

Pyz,r) = P{f(r)<z}. 3.1

Hustotu pravdépodobnosti pdz,r) ziskame jako obvykle derivovanim distribu¢ni funkce:
pi(z.x) = dPyz.r)/dz. 3.2)

Uvazujme nyni v oblasti / n bodli ry,r,...., r,. Podle dfive uvedeného odpovidaji t¢émto bodiim na-

hodné proménné f(r).f(r,)...., f(r,). Mizeme tedy pro nahodné pole zavést sdruzenou distribu¢ni
funkci a sdruZenou hustotu pravdépodobnosti n-tého fadu:

Pf(ZlazZa---a Zps Y1,15.005 rn) = LLjj{f(rl) SZla f(l‘z) SZZa---a f(rn) SZn}, (33)
B”Pf(zl,zz,...,zn,rl,rz,...,rn)

21329 s0ees 2y Ko, ) = . 34

pi(z1.2 psT1sTg5eensTy) 3,02,z (34

3.2 Momenty nahodného pole

Ptedpokladejme na okamzik, Ze signal reprezentujeme jeho n vzorky ziskanymi v bodech ry,r,..., 1,
Pokud bychom za této situace méli k dispozici sdruzenou hustotu pravdépodobnosti n-tého fadu, byl
by takto signal vycerpavajicim zptisobem popsan. Bohuzel jsou vSak postupy zalozené na sdruzené
pravdépodobnosti vyssich rada teoreticky i prakticky obtizné zvladnutelné. Nejlépe jsou zatim pro-
pracovany postupy zalozené na sdruzené pravdépodobnosti druhého tadu, které vysetiuji, jak jsou
svazany vlastnosti obrazu ve dvou jeho riiznych bodech. Mame-li pro nahodné pole zavedenu sdruze-
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nou hustotu pravdépodobnosti druhého fadu, mizeme definovat jeho stfedni hodnotu, korelaci a kova-
rianci. Stfedni hodnota U(r) ndhodného pole je definovana vztahem

wr)= E{f(r)} = ]fzpf(z,r)dz . (3.5)

—oo

Autokorelace Ryfr;.r) ndhodného pole f(r) je definovana jako korelace nahodnych proménnych
f(ry), f(ry). Je tedy

Rff(r],rz): E{f(l'l )f(rz)}: J. J.ZIZZPf(Zl,Zz,r],rz)lede . (36)

—00 —o0

Podobné autokovariance Cifri.r;) ndhodného pole je definovéana jako kovariance nahodnych pro-
meénnych f(r)), f(r,). Odtud mame

Ci(ry.rp) = E{[f(ry) — u(r)][f(ry) — mi(ro)]3. 3.7

Roznasobenim vyraz(i v hranatych zavorkach a uplatnénim operace stfedni hodnoty na kazdy z takto
vzniklych ¢leni 1ze snadno dokazat, ze plati

Cri(r1,r2) = Re(r.r2) — U(rp(r)- (3.8)

Analogicky mizeme zavést kiizovou korelaci Rg(ry,r2) a kiizovou kovarianci Cy(ry,r,) nadhodnych
poli f(r) a g(r):

Ryg(r1.12) = E{f(r1) g(r2)}, (3.9)

Cro(ry,r2) = E{[f(r) — n(r][g(r2) — tg(ra)1}- (3.10)

Nahodné pole f(r) je nekorelované pravé tehdy, jestlize pro kazdé dva rizné vektory rj,r, plati

Ci(ry,rp) = 0. Podobné jsou ndhodna pole f(r) a g(r) vzajemné nekorelovana prave tehdy, jestlize pro
kazde dva vektory ry,r; plati Cyy(ry,rp) = 0.

3.3 Homogenni a ergodické nahodné pole

Kromé toho, Ze se v praxi omezujeme na sdruzené pravdépodobnosti druhého tadu, zavadime obvykle
jeste dalsi zjednodusujici predpoklady. Casto se predpoklada homogenita a ergodicita nahodného po-
le. Nahodné pole se nazyva homogennim, jestlize jeho stfedni hodnota p(r) neni zavisla na r (pro

vSechna r je stfedni hodnota stejna) a jestlize jeho autokorelace Ry(ry,rp) zavisi pouze na rozdilu r,—
r;. Uvedené podminky mizeme zapsat pomoci vztaht

wi(r) = s = konstanta, (3.11)
Rer(ry,rp) = Re(ry+rp, 12110), (3.12)

kde ry je libovolny vektor. Jestlize ve vztahu (3.12) postupné polozime rp=—-r, a ry=—r|, ziskdme

Ri(ry,ry) = Re(r1—ry, 0) = Ri(0, ry—ry). (3.13)

S ohledem na to, ze z definice autokorelace vyplyva Reg(ri,rp) = Ry(ro,ry), a zavedeme-li zapis
Re(r,0)=Rs(r), pak ze vztahu (3.13) dostavame Ry(r;—r;) = Re(ry—ry). Proto plati

Ri(r) = Rp(-r). (3.14)
Rozepiseme-li vektor r jako r=(a,b), pak pro vypocet autokorelace Ry homogenniho pole mame
Ry(r) = Ref(a,b) = E{f(x + a, y + D)f(x.p)} = E{f(xy)f(x —a, y - b)}. (3.15)

Poznamenejme jeste, Ze pojem homogenity nahodného pole je totozny s pojmem stacionarita v Sir§im
smyslu, se kterym se mizeme v literatufe také setkat.

Pojem ergodicity souvisi s moznosti pohlizet na homogenni ndhodné pole jako na mnozinu {f,(r)}
funkci, jak bylo vysvétleno v podkapitole 3.1. Necht' ./ je oblast, nad niz nahodné pole (v nasem pii-

padé obrazovy signal) uvazujeme. Mira této oblasti necht’ je S. Predpokladejme, Ze oblast ./ je dosta-
te¢né velika - idealné nekoneéna. Stanovme stiedni hodnotu signalu nad oblasti /. Mame
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.1
E= lim EJ.-L f(x,y)dxdy . (3.16)

S—o0
Vztahu (3.16) je tfeba rozumét tak, Ze integraci provadime jednotlivé pro kazdy elementarni jev ;.
Pro kazdy elementarni jev obdrzime hodnotu E(w;). E je zde tedy nahodnou proménnou (nezamérovat
s operatorem stfedni hodnoty). Jestlize ndhodna promé€nna E nabyva pro vSechny elementarni jevy
stejné hodnoty, pak takové nahodné pole nazveme ergodickym vzhledem ke stfedni hodnoté. Podobné
muizeme pro nahodné pole f(x,y) uréit
R(a,b)= lim é J[f(x=a.y=b)f(x.y)dxdy . (3.17)

S—e0

Stejné jako v predchozim pripadé, integrujeme i zde pro kazdy elementarni jev jednotlivé a R(a.b) je
proto nahodné pole. Jestlize pro libovolné zvolené a.b nabyva R(a.b) pro vSechny elementarni jevy
téze hodnoty, pak nahodné pole f(x,)) nazveme ergodickym vzhledem k autokorelaci.

3.4 Vykonova spektralni hustota

Vykonova spektralni hustota Gg(u,v) homogenniho nahodného pole je Fourierovou transformaci jeho
autokorelace. Je tedy

Gy (u,v) = g{Rff (a,b)} = T TRff (a,b)exp[— j2n(au+ bv)]dadb . (3.18)

Na zakladé znalosti vykonové spektralni hustoty lze autokorelaci uréit inverzni Fourierovou transfor-
maci pomoci vztahu

oo oo

Ry (a,b) =g {fo (u,v)} = J. J.fo (u,v) exp[j21t(au +bv)]dudv . (3.19)

—00 —o0

Jestlize ve vztahu (3.19) polozime a = b = 0, miizeme dokazat nasledujici vlastnost:

oo oo

[ [Guluv)iudy = Ry (0,0)= E{[f(x, y)]z} >0. (3.20)

—00 —o0

3.5 Linearni operace nad nahodnym polem

Nect’ f(x,y) je nahodné pole reprezentujici obrazovy signal. Nahodné pole je charakterizovano stiedni
hodnotou pgx,y), autokorelaci Rg(a,b) a vykonovou spektralni hustotou Gg(u,v). Na nahodné pole
f(x,y) aplikujeme operator @ a ziskame tak nahodné pole g(x,y). Je tedy

g(xy) = O{f(x.p)}. (3.21)

Nasim cilem nyni bude pro takto ziskané nahodné pole g(x,y) stanovit statistické veliCiny, které jej
popisuji. Hledame tedy piedpis pro stiedni hodnotu, autokorelaci a vykonovou spektralni hustotu na-
hodného pole g(x.,y), a to ve vztahu k odpovidajicim veli¢inam vstupniho nahodného pole f(x,y). Pro
stanoveni uvedenych charakteristik nadhodného pole g(x,y) pouzijeme zavér( z odstavce 1.2.4. V
tomto odstavei jsme odvodili, ze je-li @ linearni operace invariantni vici posuvu, pak operaci

O{f(x,y)} je mozné provést jako konvoluci f{x,y)*h(x,y), kde A(x,y)= O {3(x,y)} je odezva operatoru na

Diractiv impulz (impulzova charakteristika operatoru). Chapejme podle podkapitoly 3.1 nahodné pole
f(x,y) jako mnoZzinu {f,/(x.y)} funkci. Pro vystupni nahodné pole g(x,y) pak mame

g(x, y) = °j’ off(x —-a,y— b)h(a, b)dadb . (3.22)

—o00 —o0

Vyrazu (3.22) je tfeba rozumét tak, ze pro kazdy elementarni jev w; dava funkce f,(x.y) mnoZziny
f(x,y) vzniknout pravé jedné funkci g,(x.y) mnoziny g(x.y). Je tedy g(x.y) nahodné pole, jak jsme jiz
diive predeslali. Lze navic ukazat, ze je-li nahodné pole f(x,y) homogenni, pak je homogenni i pole
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g(x,y). Hledané vztahy pro veli¢iny charakterizujici vystupni ndhodné pole uvedeme ve formé tvrzeni,
ktera dokazeme. Predpokladame, ze vstupni nahodné pole f je homogenni.

Pro stéedni hodnotu U, nahodného pole g(x,y) plati

“g = Ur H(O’O)’ (3 23)
kde H(0,0) je hodnota Fourierova obrazu H(u,v) funkce A(x,y) v bodé u =0, v=0.

Ditkaz. Tvrzeni dokazeme tak, ze na ob¢ strany vztahu (3.22) uplatnime operaci stfedni hodnoty. Po-
stupn€ dostaneme

M, =E{T Tf(x—a, y—b)h(a,b)dadb} = T TE{f(x—a, y—b)}h(a,b)dadb

—00 —oo —o00 —oo

= of ofh(a,b)dadb = Uy of ]:h(a,b)exp[— j27(0a + 05)]dadb = H(0,0). .

—00 —o0 —00 —o0

Pro autokorelaci Ry, ndhodného pole g(x,y) plati
Rog(a,b) = Ri(a,b) * h(-a,~b) * h(a,b). (3.24)

Diikaz. Jestlize obé strany rovnice (3.22) nasobime g(x—o, y—3) a uplatnime operaci stiedni hodnoty,
ziskame

R (0.B)= [ [ Reg(ct—a.B~ b)hla.b)dadb = Rey(ct.B)h(e. ). (.25)

—00 —o0

Podobné nasobime obé strany rovnice (3.22) vyrazem f(x+c, y+f). Uplatnénim operace stiedni hod-
noty a substituce a’= —a, b'’=—b pak postupné mame:

Re(0uB)= | [R(o+a.B+b)h(a.b)dadb= Ry (o B)+ h(— ). (3.26)

—00 —o0

Dosazenim vysledku (3.26) do (3.25) jiz ziskame dokazované tvrzeni. o

Pro vykonovou spektralni hustotu nahodného pole g(x,y) plati
Gag(u,v) = Ger(u,v) [H(u,v)*. (3.27)

Ditkaz. Dokazované tvrzeni vyplyva z tvrzeni predchoziho. Sta¢i provést Fourierovu transformaci
rovnice (3.24), vyuzit vlastnosti (2.27b) Fourierovy transformace a vzit v Gvahu, ze H* (u,v)H(u,v) =
\H(u,v)>. .

3.6 Statisticka analyza obrazovych transformaci

V této podkapitole se budeme zabyvat transformacemi diskrétniho signalu z pohledu statistické analy-
zy. Predpokladame, Ze vstupni signal je popsan nahodnym polem f(m,n), kde m = 0,1,..., M—1, n =
0,1,..., N—1. Transformaci obdrzime signal, ktery je popsan nahodnym polem F(k,/), k=0,1,..., M-1,
=0,1,..., N-1. Ve shod€ s vyrazem (1.34) mame

M=1N-1 .

F(k.0)= Y Y f(m.n)e ,(m.n). (3.28)

m=0 n=0
Pro stru¢nost prepiSeme uvedeny vztah do maticového tvaru (maticovy zapis transformace signalu
jsme zavedli jiz v podkapitole 2.2, na rozdil od uvedené podkapitoly jsou zde vsak f,F nahodné vekto-
ry). Dostaneme

F=af, (3.29)
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kde f, F jsou sloupcové nahodné vektory rozméru MN a @ je matice rozméru MNxMN. Ulohou bude
urcit statistické charakteristiky (stfedni hodnotu, korelaci a kovarianci) vystupniho nahodného pole F
na zakladé odpovidajicich charakteristik vstupniho nahodného pole f. Vyraz pro stfedni hodnotu lze
ziskat uplatnénim operace stifedni hodnoty na obé strany rovnice (3.29). Ziskame

Hp = E{F}=®E{f}=dp,, (3.30)

kde L, U jsou vektory stfednich hodnot rozméru MN. Pro autokorelaci vystupniho nahodného pole
dostavame

Ry =E{FF*T}=E{qnff*an*T}=q>Rffq>*T, (3.31)

kde R¢, Rgg jsou autokorelacni matice vstupniho a vystupniho nahodného pole. Obé matice maji roz-
meér MNxMN. Podobné pro autokovarianci odvodime

%

Cpp = E{[F —pp P ]*T} - E{[CI)f —~ Oy J@f - Dy ] T} -0C, 0T, (332)

kde Cg, Cgr jsou autokovarianéni matice vstupniho a vystupniho nahodného pole. Ob¢€ matice maji
opet rozmér MNXMN. Poznamenejme nakonec, ze ma-li transformace né&jaké specialni vlastnosti (je-li
napt. separabilni), pak lze za jistych okolnosti také pro statistické charakteristiky transformovaného
signalu odvodit specialni vztahy, které umoziuji efektivnéjsi vypocet nez obecné vztahy, které jsme
zde pravé uvedli. Podrobnéjsi vyklad v tomto sméru by vsak pravdépodobné presahl skromné moz-
nosti tohoto u¢ebniho textu.

Priklad 3.1: Uvazujme homogenni diskrétni nahodné pole f(m,n). Ukazeme, ze pro vykonovou spekt-
G (k.1)= LE{|F(1¢,1)

ralni hustotu plati vztah
p a0l
MN '

7 podkapitoly 3.4 vime, Ze vykonova spektralni hustota je Fourierovou transformaci autokorelace
homogenniho nahodného pole. Je tedy

Gy (k,1)= g{Rff (m, n)} X

7 podminky homogenity plyne (ptestoze jsou hodnoty f(m.,n) realné, pouzijeme od této chvile k jejich
reprezentaci komplexnich ¢isel - imaginarni slozka bude vSak nulova)

M=1N-1
Rep(m,n) = E{f*(r —m,s— n)f(r,s)} = E{ﬁ Z}) g:,)f*(r —m,s- n)f(r,s)} :
Na zaklad¢ linearity Fourierovy transformace mame
M=1N

T Rep(m,m)} = EHﬁ v _lf*(r—m,s—n)f(r,s):”.

r=0 s=0

Uplatnénim korela¢niho teorému (2.57) vychazi

2}'

Jestlize by nahodné pole f(m,n) bylo navic ergodické vzhledem k autokorelaci, pak by dale platilo

Gy (k1) = F{ Rep(m.m)} = ﬁ E{F(k.)F" (k.1)} = ﬁ E{|F(k,z)

Gy (k.1) = | F (k.1

JMN

2
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4 Digitalizace obrazovych signali

Pti digitalnim zpracovani obrazu je dosti ¢asto cilem zpracovavat obrazy, které vznikaji jako obrazy
spojité. Spojita reprezentace mtiize byt zadana také pro vystupy zpracovani. Naptiklad tehdy, jestlize
ma byt vysledek pozorovan ¢lovékem. Pro samotné digitalni zpracovani obrazu v pocitaci neni vsak
spojita reprezentace vhodna. Vhodnéjsi je reprezentace diskrétni, kdy je obraz reprezentovan spocet-
nou (v praxi kone¢nou) mnozinou néjakych hodnot. Z uvedeného dlivodu provadime pied digitalnim
zpracovanim pievod obrazu do diskrétni podoby. Rikame, Ze obraz vzorkujeme. Daéle se pii praktické
reprezentaci obrazil v pocitaci vzorky nékdy uchovavaji jako celociselné hodnoty. V takovych piipa-
dech pak skute¢né irovné signalu na tyto celoCiselné hodnoty prevadime, coz nazyvame kvantovanim.
Po zpracovani v digitalizované podobé mtize byt naopak pozadovana rekonstrukce obrazu do podoby

spojité. Problematice vzorkovani, kvantovani a rekonstrukce je vénovana tato kapitola.

4.1 Vzorkovani deterministicky popsanych obrazi

Predpokladejme, Ze vzorkujeme vstupni obraz deterministicky popsany spojitou obrazovou funkci
fi(x,y). Aby vztahy, ke kterym dospéjeme, vysly jednoduché, predpokladame, ze je obraz definovan
nad nekonecnou oblasti. Vysledek vzor-
kovani obrazu je popsan funkci f5(x.y).
Jako matematicky model vzorkovani vo-
lime soucin vstupniho obrazu se vzorko-
vaci funkei s(x,y). Je tedy

Ss@y) =filey) s(ry).  (4.1)

Jako vzorkovaci funkci nejprve zvolime
nekonecné pole Diracovych impulzi na-
vzajem vzdalenych o Ax, Ay (obr. 4.1).
Tato funkce je popsana piedpisem

= i iS(x — kAx,y — IAy) .(4.2)

k:—oo[:—oo
Obr.4.v1.,Vzorkova.ci funlfce ve tvarll Dosazenim vztahu (4.2) do vztahu (4.1)
nekonec¢ného pole Diracovych impulzt. obdrzime pro f(x,y) nasledujici predpis
s (x y)= Z Zfl X,y (x kAx,y— lAy) 4.3)

k=00 [=—00
Je ziejmé, zZe ke stanoveni funkce fg podle ptedpisu (4.3) staci znat funkéni hodnoty f; pouze v bodech
(kAx,IAy). Pii praktické realizaci vzorkovani jsou proto praveé hodnoty fi(kAx,/Ay) uchovavany. Urce-
me nyni Fourierovu transformaci Fs(u,v) = F{fs(x,y)} vzorkovaného obrazu f5(x,y). Necht’ Fi(u,v) =

FLRGxe)), S(u,v) = F{s(x,y)} jsou Fourierovy transformace funkcei fi(x,y) a s(x,y). Uplatnime-li na obé
strany rovnice (4.1) Fourierovu transformaci a vezmeme-li v uvahu vlastnost (2.28b), pak ziskame

Fy(u,v) = Fi(u,y) * S(uv). 4.4
Fouriertiv obraz nekonecného pole DiraCOV}'/ch impulzﬁ jsme Vypoéetlijii diive v prikladé 2.4. Vyslo

{

= o0 /=00

Zaved’'me frekvence ug, vq vzorkovani jako prevracené hodnoty vzdalenosti vzorkt
us=1/Ax, vg=1/Ay. (4.6)

Dosazenim vztahii (4.5) a (4.6) do vztahu (4.4) a rozepsanim konvoluce mame
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oo oo

Fy(u,v) = ugvs J J F(a.b) i iS(u—a—kuS,v—b—le)dadb. (4.7

—00 —00 k:—°° 1:—°°

Vzajemnou zaménou poradi integrovani a sumace a po upraveé obdrzime

Fs(u,v)=usvs 2 ZFl(u—kuS,v—le). (4.8)
f=—c0 [=—00

Nyni jsme dosli k vyznamnému zavéru: Vyraz (4.8) tika, ze frekvencni spektrum Fg vzorkovaného
obrazu se sklada ze slozek, kterymi je spektrum F] obrazu pivodniho. Slozky se periodicky opakuji ve
vzdalenostech ug, vg (obr. 4.2) a scitaji. Jak uvidime pozd¢ji, bude mit pro uspés$nou rekonstrukci ob-
razu zasadni vyznam pozadavek, aby se jed-
notlivé slozky spektra navzajem nepiekryva-
ly. Zkoumejme tuto situaci blize. Pfedpokla-
dejme, ze spektrum vstupniho obrazu je ome-
zené - tj., Ze plati

F[(u

=

Fi(u,v)=0, jestlize || >u L |v|>v, (4.9

kde hodnoty up,vy jsou mezni frekvence vstup-
niho obrazu. Z vyrazu (4.8) vyplyva (viz. téz
obr. 4.2), ze k piekryvani slozek spektra ne-
dojde za podminky, ze plati nerovnosti

Us >2 uy, Vs >2 VI. (410)

Nyni se budeme zabyvat otazkou, za jakych
podminek lze ze vzorkovaného obrazu f5(x,y)
vytvorit rekonstruovany obraz fr(x.y) tak, aby
byl shodny se vstupnim obrazem f(x.,y). Pred-
pokladame, ze rekonstrukci obrazu bude
mozné provest pomoci n¢€jakého filtru, ktery
proto budeme nazyvat filtrem rekonstrukc-
nim. Ocekavame, Ze rekonstrukéni filtr bude
linearni a invariantni vi¢i posunu. Filtr cha-
rakterizujeme odezvou r(x,y) na Diraciv im-
pulz (impulzova charakteristika filtru) a Fourierovou transformaci R(u,v) této odezvy (frekvencni cha-
rakteristika). Tyto funkce vSak zatim nezname a chceme je urdit.

Obr.4.2. Spektrum piivodniho a vzorkovaného
obrazu.

7 odstavce 1.2.4 vime, Ze obraz na vystupu rekonstrukéniho filtru lze stanovit pomoci konvoluce
vzorkovaného obrazu a odezvy filtru na Diraclv impulz. Je tedy

Jr(ey) = fs(ey) * r(x.y). (4.11)

Ve frekvenéni doméné pak s ohledem na vlastnost (2.28a) Fourierovy transformace mame

Fr(u,v) = Fs(u,v) R(u,v). (4.12)

Dosadime-li do vztahu (4.12) ze vztahu (4.8), dostaneme
FR(u,v):uSvSR(u,v) Z ZFI(u—kuS,v—le). (4.13)

k=—oco0 J=—co

Predpokladejme, Ze nedojde k prekryvani jednotlivych slozek spektra, jak jsme jiz diive diskutovali
(vztahy (4.10)). Ze vztahu (4.13) pak vyplyva, Ze jestlize navrhneme rekonstrukéni filtr tak, aby odfil-
troval ty slozky spektra, pro které £ # 0, / # 0 a slozku k=0, / = 0 naopak propustil, pak Fr(u,v) =
Fi(u,v) a tedy i fr(x.,y) =fi(x.y), jak jsme pro rekonstrukci pozadovali. Dochazime tedy k zavéru, ze k
optimalni rekonstrukei by frekvenéni charakteristika rekonstrukéniho filtru mohla byt napt. (obr. 4.3)
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R(u v): 1, (|u|£ uR)m(|v|£ VR) (4.14)
’ 0, jinak ’ '

kde u<up<ug/2, vi<vg<ve/2. (Piesné vzato dava filtr (4.14) hodnotu Fr(u,v) = ugvsFi(u,v), coz vsak
nezmensuje kvalitu rekonstrukce, protoze ugvg je znama konstanta.) Zdiraznéme jesté jednou skutec-
nost, ze podminkou spésné rekonstrukce obrazu je splnéni pozadavku, aby se jednotlivé slozky
spektra Fg(u,v) vzorkovaného obrazu navzajem nepiekryvaly. Jestlize mezni frekvence u,v; vstupniho
obrazu povazujeme za neménné, pak lze splnéni této podminky zajistit vhodnou volbou frekvence
vzorkovani ug,vg tak, aby byly splnény nerovnosti (4.10). Uvedené nerovnosti jsou dvojrozmérnou
variantou znamého Nyquistova vzorkovaciho teorému, ktery fika, ze k tomu, aby mohl byt signal
uspésné rekonstruovan, je nutné, aby vzorkovaci frekvence byla alespon dvojnasobkem nejvyssi frek-
vence, ktera je v signalu obsazena.

Pti provadéni rekonstrukce obrazu miize byt vyhodné vyhnout se Fourierove transformaci, ktera miize
byt Casové slozita. Vztah (4.11) napovida, jak to ud€lat. Dosadime-li do vztahu (4.11) vztah (4.3), pak
po provedeni konvoluce a upravé obdrzime piedpis

0 ()= Y fi(kAx, Ay y(x — kAx, y - 1AY) . (4.15)
VR fe=—o0 [=—co
|

Abychom mohli vztahu (4.15) prakticky vyuzit, zbyva
—ug2 | |-ug Ug ug/2 jesté urcit impulzovou charakteristiku 7(x,y) rekonstruk¢-
niho filtru (4.14). Zpétnou Fourierovou transformaci zis-

VR kame ze vztahu (4.14) predpis
—Vg/2 r(x,y) =4upvy sinc(2qu )sinc(2va ) . (4.16)
Obr.4.3. Frekven¢ni charakteristika  vidime tedy, 7ze v prostorové doméné lze rekonstrukci
obdélnikového rekonstrukeniho obrazu provést podle predpisu (4.15) jako konvoluci

filtru. vzorkl fi(kAx,/Ay) vstupniho obrazu s funkci sinc.

4.2 Zpiesnéné modely vzorkovani

Zjednodusujici predpoklady, které jsme zavedli v podkapitole 4.1, smérovaly k tomu, abychom ziskali
jednoduché a nazorné vysledky. Prestoze jsou takto ziskané vysledky uzite¢né, povazujeme za nutné
alespon naznadit mozné modifikace uvedeného postupu, jejichz cilem je vérngjsi popis skute¢nosti.

Konecny obraz a konecny pocet vzorku: V predchozi podkapitole jsme predpokladali, ze obraz, ktery
vzorkujeme, je definovan nad nekoneénou oblasti a Ze vzorkovanim ziskame nekone¢né mnozstvi
vzorkll. V praxi vSak pracujeme s obrazy, které jsou kone¢né a kone¢ny musi byt také pocet vzorkd.
Zlepseni souhlasu teoretického modelu vzorkovani se skute¢nosti by v tomto ohledu bylo mozné do-
sahnout zavedenim vzorkovaci funkce ve tvaru konecného pole Diracovych impulzi

K L
s(xy)= D, Y. 8(x—kAx,y - IAx), (4.17)

k=—KI=—L

kde K,L jsou meze pole. Tento postup vsak bohuzel komplikuje dal$i analyzu.

Obecny tvar vzorkovactho pulzu: Az doposud jsme predpokladali, ze matematickym modelem ziskani
vzorki je soucin obrazu s vzorkovaci funkei. Jako vzorkovaci funkci jsme pouzivali funkci sloZzenou z
Diracovych impulzi. Obecné vsak mohou mit vzorkovaci pulzy i jiny tvar. Jestlize je tvar pulzu po-
psan funkei p(x,y), pak mizeme vzorkovaci funkci popsat vztahem

L

K
s(x,y)z z zp(x—kAx,y—le). (4.18)
k=—KI=-L
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Vzorkovani integraci: Senzory, které lze prakticky realizovat, nedokazi sejmout hodnotu v nekoneéné
malém bodé. Misto toho je sejmuta jakasi primernd hodnota podél citlivé plosky senzoru. Tuto sku-
tecnost 1ze zohlednit tak, ze jako matematicky model ziskavani vzorkil volime integraci

kAx+ou IAy+f

fs(kAx,1AY) = j j £i(x.9)p(x - kAx, y — 1Ay )dxdy , (4.19)
kAx—ou IAy—P

kde o3 jsou poloviny délek stran snimaci plosky senzoru, kterou si zde predstavujeme jako obdélnik.
Rozméry snimaci plosky pfi tom predpokladaime mensi, nez je teoreticka vzdalenost vzorkovacich
bodi. Funkce p(x.,y) popisuje pribeh citlivosti plosky. Vzorkovani integraci ma znaény vyznam. To
proto, ze at’ chceme ¢i nechceme, vzdy k nému v praxi do urcité miry dochazi. Ukazme proto dalsi
moznou interpretaci vztahu (4.19). Zaménou proménnych prevedeme vyraz (4.19) na tvar

o B
fs(kaxiay)= [ | £, (kAx - a.lAy —b)p(- a.~b)dadb . (4.20)
—a-P
Vztah (4.20) je vypo¢tem konvoluce funkei fi(x,y), p(—x,—v). Vysledek konvoluce pouzijeme jen v
bodech kAx, /Ay (mimo tyto body predpokladame funkéni hodnotu f5 rovnu (). Mizeme proto psat

fs (x,y) = [fl (x,y)* p(— x,—y)] 2 ZB(x —kAx,y— lAy) . 421
k=—o0 [=—o0

Vyraz (4.21) ukazuje, ze vzorkovani integraci ma stejny ucinek, jako kdybychom provedli konvoluci
vstupniho obrazu fi(x,y) se vzorkovaci funkei p(—x,—y) a pak nasledné provedli vzorkovani polem Di-
racovych impulzi. Jak vyplyva z vlastnosti (2.28a) Fourierovy transformace, realizuje konvoluce ob-
razu se vzorkovaci funkcei filtraci obrazu. Ta muze byt nékdy nezadouci, protoZze zplsobuje degradaci
obrazu. Jindy muze byt naopak vitana - napf. tehdy, jestlize vzorkovani obrazu probiha na nizsi frek-
venci, nez odpovida Nyquistovu teorému, a je proto nutné potlacit v obraze vyssi frekvenéni slozky.

4.3 Aliasing

Ve vztahu (4.8) jsme ukazali, ze frekvendni spektrum obrazu po vzorkovani se sklada ze slozek, které
jsou tvoreny frekvenénim spektrem vstupniho obrazu. Tyto slozky se periodicky opakuji ve vzdale-
nostech ug,vs a séitaji. Zjistili jsme také, ze k tomu, aby mohl byt obraz Gsp&sné rekonstruovan, je
nutné, aby se jednotlivé slozky spektra navzajem neptekryvaly. Dosud jsme vsak nefesili otazku, co se
stane v pfipadé, ze tato podminka neni splnéna. Vénujme se nyni tomuto problému podrobnéji. Na
zaklad¢ vztahu (4.8) je mozné spektrum obrazu po vzorkovani zapsat ve tvaru

Iy (u,v) =UgVg [Fl (u,v)+ FQ (u,v)] , (4.22)

kde Fi(u,v) je spektrum piivodniho obrazu a Fo(u,v) zahrnuje vSechny ty slozky spektra Fg(u,v) obrazu
po vzorkovani, pro které je ve vyrazu (4.8) k# 0, I # 0 (slozka £k =0, / = 0 je zastoupena ¢lenem
Fi(u,v)). Predpokladejme nyni, Ze se jednotlivé slozky spektra navzajem piekryvaji (obr. 4.4) a Ze na
takto vzorkovany obraz aplikujeme rekonstrukéni filtr s frekvenéni charakteristikou

R(u v): 1, (|u|£us/2)ﬁ(|v|ﬁvs/2) 4.23)
’ 0, jinak ' '

Zvoleny rekonstrukéni filtr propousti kromé slozky £ =0, /=0 (uzitecna slozka) frekvenéniho spektra
také urcité casti slozek k£ # 0, 7 # 0 (nezadouci slozky). Na obr. 4.4 jsou pfenaSené ¢asti nezadoucich
slozek vysrafovany. Naopak si vSak také mizeme povSimnout, Ze nejsou prenaseny nékteré casti uzi-
te¢né slozky. Chyba zplisobend nelplnym pienesenim uzite¢né slozky zpiisobi rozmazani obrazu
(potlaceni vysSich frekvenci). Naopak chyba zpiisobena ptenosem casti nezadoucich slozek dava v
obraze vzniknout novym ttvarim. Tento jev nazyvame aliasing. Necht’ fip(x,y) je obraz degradovany
netiplnym prenosem uzite¢né slozky. Vznik aliasingu mizeme matematicky modelovat tak, ze na ob-
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raz fip(x,y) superponujeme chybovy obraz a(x.y)
vznikly ¢asteénym pienosem nezadoucich slozek. Je

tedy
" Jr(xy) = fin(xy) + a(x.p). (4.24)
Ve
2 \/\ K Chybovy obraz a(x,y) miizeme popsat vztahem
_g-1
v A yy2 a(x,y) =9 {R(u,v)FQ (u,v)} . (4.25)

Pokusme se nyni kvantifikovat miru degradace re-
konstruovaného obrazu, kterou aliasing zpusobi. Ke

S kvantifikaci pouzijeme stochastického pfistupu.
Necht' fi(x,y) je vstupni ndhodné pole a Ggg(x,y)
—ug/2 ug/2 necht’ je jeho vykonova spektralni hustota. Na miru

degradace rekonstruovaného obrazu budeme usuzo-
vat na zaklad¢ energetické bilance. Energie [
vstupniho obrazového pole je

Obr. 4.4. Vznik aliasingu ptekryvanim
slozek spektra vzorkovaného obrazu.

E = j j G, (u,v)dudy . (4.26)
7 této energie je rekonstruk¢énim filtrem na vystup pfenaseno mnozstvi K, kde
ug/2 vg/2
Eg = j j Gyp, (u.v)dudy . (4.27)
—lls/2 —VS/2
Rekonstrukénim filtrem je na vystup ovSem také Caste¢né prenasena energie nezadoucich slozek. K
uréeni velikosti této energie bychom méli vySetiovat, jak do oblasti (—ug/2, ug/2)x{—vs/2, vs/2) kazda
z téchto slozek prispiva. Neni tézké zdlvodnit, ze energie nezadoucich slozek pienaSena v oblasti
(—ug/2, ug/2)x{(—vg/2, v¢/2) je stejna jako energie, kterou pienasi uzite¢na slozka mimo tuto oblast
(prosime ¢tenate, aby platnost tohoto tvrzeni promyslel). Energie £, nezadoucich slozek prenasena
rekonstrukénim filtrem na vystup tedy je

Ex=E - Epg. (4.28)
Relativni chybu €4 zplisobenou aliasingem lze pak vyjadtit podilem
ea=Ep/ E\. (4.29)

K omezeni jevi zpiisobenych aliasingem mtzeme pouZzit filtrace, kterou provedeme jesté pred vzor-

kovanim. Cilem filtrace je potlaceni vysokych frekvenci v obraze, ¢imz budou 1épe zajistény poza-

davky Nyquistova teorému. Obr. 4.5 znazorniuje matematicky model takového postupu: Pied vzorko-

vani je zarazen filtr s frekvenéni charakteristikou H(u,v). Rekonstrukce je provedena rekonstrukénim

filtrem dle vztahu (4.23). Zarazenim filtru H(u,v) do fetézce zpracovani hrozi ovSem dalsi degradace

obrazu. Je tedy nutné zvolit takovy filtr, kde omezeni jevil aliasingu pievazuje nad touto dodate¢nou
degradaci.

Necht’ fiy(x,y) je nahod-
> né pole vzniklé aplikaci
fs(x,) filtr R(uv) Srlxy)  filtru H(u,v) na vstupni
nahodné obrazové pole

fi(xy) a pole fy(x)

s(x.y) necht je pole vzniklé
vzorkovanim pole
fu(x,y). Oznacme Ey
celkovou energii pole

Filtr H(u,v)
/ ™
fitey) (| Predvzork | £ ey

Rekonstru¢ni

Obr. 4.5. Matematicky model redukce aliasingu.
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fy, a dale ozna¢me Eyg energii té Casti uzitecné slozky pole fg, ktera je propusténa filtrem R(u,v) na
vystup. S vyuzitim vztahu (3.27) mame

2 ug/2 vg/2
Ey= [ [ G (wr)Hu) dudv,  Eyg = Sj Sj Gy (V) H(wv) dudv.  (4.30,31)
T —ug/2-vs/2

Chybu €, zptisobenou aliasingem a chybu gy zplisobenou zatazenim filtru H(u,v) lze vyjadrit vztahy

ea=(Eg—Emr)/ By, €1 = (ER — Enr) / ER- (4.32)

4.4 Praktické metody rekonstrukce obrazu

Ukolem rekonstrukce je ziskat hodnoty jasu v bodech lezicich mimo rastr, v némz jsou k dispozici
hodnoty vzorkti. Uvedeny problém vznika napf. pti vykreslovani obrazu nebo pii provadéni geomet-
rickych operaci s obrazy (kapitola 6). V podkapitole 4.1 jsme ukazali, ze rekonstrukci obrazu po vzor-
kovani lze v prostorové doméné provést konvoluci vzorktli obrazu s funkci sinc (vztahy (4.15), (4.16)).
Protoze Fourierovym obrazem funkce sinc je idealni rekonstrukéni filtr dle vztahu (4.14), je tento po-
stup za zvolenych piedpokladii optimalni z hlediska presnosti rekonstrukce. Funkce sinc je vSak bohu-
zel pro provadéni konvoluce ponékud nepfijemna. Jeji hodnoty jsou témér vSude nenulové, a proto do
kazdého bodu rekonstruovaného obrazu teoreticky ptispivaji vSechny vzorky. Tato skute¢nost vede k
vysoké casové sloZitosti rekonstrukce. Navic je presné splnéni ptedpokladi, za nichz byl ideélni re-
konstrukéni filtr odvozen, prakticky sotva mozné. V praxi se proto Casto pouzivaji filtry, které sice
nejsou idealnimi rekonstrukénimi filtry, ale zato umoziuji rychly vypocet konvoluce. Rychlosti je
dosahovano tim, ze je impulzova charakteristika filtru nenulova jen na malé oblasti, takze do kazdého
bodu rekonstruovaného obrazu prispiva pouze omezeny pocet vzorkid. Frekvenéni charakteristika ta-
kovych filtrti se vSak zpravidla dosti odchyluje od charakteristiky rekonstrukéniho filtru idealniho, coz
teoreticky vede k nizsi kvalité rekonstrukce. Uved'me nékolik piikladi impulznich a odpovidajicich
frekvencnich charakteristik ¢astéji pouzivanych rekonstrukénich filtri:

1) sinc: r(x,y) = ugvgsine(ugx)sinc(vgy), (4.33a)
’ R(u,v)={1’ (|u|SuS/2.).ﬁ(|v|SvS/2); (4.33b)
0, jinak
2) &tverec: ro(x,y)z{l, (—AX/2<xSAx/2.).m(—Ay/2<ySAy/2)’ (4.342)
0, jinak
Ro(u,v) = AxAysinc(qu)sinc(vAy); (4.34b)
3) trojthelnik: " (x,y) =1 (x,y)*ro (x,y) , R (u,v) = Rg (u,v) ; (4.35a,b)
4) zvon: r2 (x,y) =71y (x,y)* 7 (x,y) , R (u,v) = RS (u,v) ; (4.36a,b)
5) kubicky B-spline: 7 (x,y) =7y (x,y)*r2 (x,y) , Ry (u,v) = Rg u,v); (4.37a,b)
2 2 o2 (u? +v?

6) gaussian: r(x,y)= ! 5 exp|:— ol +2y :l . R(u,v)=exp| - M . (4.38a,b)

2no 20 2

Pribéhy uvedenych funkei (v jednorozmérné varianté) jsou uvedeny na obr. 4.6. Poznamenejme, ze
kvantifikaci vérnosti rekonstrukce, které 1ze zvolenym filtrem dosahnout, je mozné provést podobné
jako v odstavci 4.3 energetickou bilanci. K hodnoceni miize slouzit mnozstvi energie, které zvoleny
rekonstrukéni filtr prenasi v pasmu, kde filtr idealni ma frekvencni charakteristiku rovnu nule, a také
rozdil v mnozstvi energii prenasenych zvolenym a idealnim filtrem v pasmu, kde filtr idealni ma frek-
venéni charakteristiku rovnu jedné.
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Obr. 4.6. Prib&hy Castéji pouzivanych rekonstrukénich filtrti
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Obr. 4.7. Bilinearni interpolace jasu.

Ae)
Ad)
H(a)
Aa)1
cl dl.
/
| - F/
n,/ a 4 b

Obr. 4.8. Bikubicka interpolace jasu.

(Ax=ug=1).

V praxi se rekonstrukce dosti ¢asto provadi interpolaci. Nej-
Castéji se pouziva interpolace bilinedrni nebo bikubické.
Reknéme, Ze hodnota jasové funkce ma byt stanovena v bodé
o soufadnicich x, y a ze Ax=Ay= 1. Zaved'me soufadnice
(0<En<1) pomoci vztahi

&zx—Lx_], nzy—[_y_]. (4.39)
Dale pro stru¢nost zapisu polozme
a=(ejl) b=(xl+ily). @40

c= (LxJ,LyJ+ 1), d= (LxJ+ ],LyJ+ 1).

Necht” symboly a,b,c,d oznaduji body, které jsou reprezento-
vany vektory a,b,c,d. Bilinearni interpolace je popsana nasle-
dujicim vztahem (obr. 4.7)

fxy)=f(x]+& v ]+n)
ey el /@) Sl (1-n)

1-0¢] 76 7ol
(1=8)(1-m)f(a)+&(1-n)/(b)+(1-Ef () + Enf(d).

Poznamenejme, Ze vztah (4.41) dava pro hodnotu f{(x,y) ten-
tyz vysledek jako konvoluce s filtrem r(x,y) dle vztahu
(4.35a). Vztah (4.41) ma ovSem velmi nazornou interpretaci a
také v programech jej Ize velmi snadno realizovat.

(4.41)

Pti vys$ich narocich na kvalitu interpolace lze pozit interpo-
lace bikubické (obr. 4.8). Vypocet lze provést pomoci vztahu
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f@) fle) fla) fle)fan)
el ) =[2(©) 2 (@) a() () J{((")) jf((d)) £0) £ ig:; @)
fx(b) fx(d) 0 0 g4(n)

Funkce g1, g3, g3, €4 jsou definovany nasledujicimi vztahy (obr. 4.9)
q(8)=1-387+287, g(8)=387-28°, (4.43)

1
2 3 2 3
S ©6()=E-282+8, g(e)=-E+E
Hodnoty f,, f, jsou hodnoty derivaci (podle x resp. podle y)
jasové funkce v odpovidajicim bodé. Hodnoty derivaci na-
hradime diferencemi. Napt.
x|+1, — x|-1,
00 1 f (a):f(Lx_]’Ly_I"'])_f(LxJ’LyJ_1)
) .
24(8) - 2
Obr. 4.9. Funkce g,(§), Na krajich obrazu, kde nejsou hodnoty pozadované vztahem
25(8), 25(), g4(E). (4.44) k dispozici, lze pouzit nesymetrickych diferenc¢nich

vzorcu.

4.5 Kvantovani obrazovych signali

Pti praktické reprezentaci signalii v pocitaci je Casto potiebné uchovavat jednotlivé vzorky signalu v
proménnych s omezenym rozsahem (byte, slovo atd.). V takovych ptipadech provadime pievod sku-
te¢nych rovni signalu na hodnoty, které lze v proménné zvoleného typu uchovavat, coz nazyvame
kvantovanim. Na konci fetézce digitalniho zpracovani je naopak ¢asto potfebné obraz na zaklade jeho
kvantované reprezentace opét zrekonstruovat tak, aby co nejlépe odpovidal obrazu teoretickému. V
tomto odstavci formulujeme uvedenou tilohu ponékud podrobnéji a naznac¢ime také jeji mozné reseni.

Zvolme v obraze n¢jaky libovolny bod. Necht f je hodnota

) jasu v tomto bod¢. Predpokladejme, ze f vzdy nabyva real-

fr=r(g(h) _I nych hodnot a; <f<ay, kde a; ,ay znaci znamou dolni a horni
< mez jasu. Proménné, které pouzivame k uchovavani vzorkd,

necht’ umoziuji ulozeni celych ¢isel v rozsahu 0 az /-1. Pre-

chod od realné hodnoty fk celociselné hodnoté ie {0,1,..., I-

1} lze uskutecnit podle predpisu i = ¢(f), ktery nazyvame
kvantovanim. Problémem je nalézt optimalni kvantovaci

funkci g. Kvantovaci funkce byva obvykle zkonstruovana
nasledujicim postupem: Zvolme /-1 hodnot d,, i=1,2...., I-1,

/ které interval (a|,ay) rozdéli na I podintervali. Predpokla-
ay dejme, ze plati d<d+; a zaved'me dale oznaceni a;=d,
ay=d,. Kvantovaci funkce ¢ zobrazuje vSechny hodnoty jasu

z intervalu {d,,d;+1) na celé ¢&islo i. Problém nalezeni kvanto-

vaci funkce se vtomto piipadé redukuje na nalezeni /-1

7 hodnot d,.d>,..., d;_1. Oznaéme fr hodnotu jasu po rekon-
strukci. K rekonstrukci pouzijeme funkce fr=r(i). Rekon-
strukéni funkce » mtize byt v praxi snadno realizovana tabul-
kou. Funkce » zobrazuje celociselnou hodnotu i na realnou
Obr. 4.10. Kvantovani jasu. hodnotu 7;. V tlloze o kvantovani hledame pro dany rozsah /

41



a pro jistou tfidu predpokladanych obrazovych signalti hodnoty d; a r; tak, aby rekonstruované hod-
noty jasu v jistém smyslu co nejlépe odpovidaly jasu ptivodnimu (obr. 4.10).

K teseni ulohy, kterou jsme pravé formulovali, mizeme pouzit stochastického pfistupu. Povazujme
vzorek jasu za nahodnou proménnou s hustotou pravdépodobnosti pg(z) (obr. 4.10, pfipomeiime, ze
hodnota pg(z)dz udava pravdépodobnost jevu, ze jas padne do intervalu (z, z+dz)). Ozna¢me f, fy na-
hodné proménné popisujici velikost ptivodniho a rekonstruovaného jasu. Hodnoty d,, r; nalezneme
tak, aby byla minimalizovana kvantizani chyba € = E{(fx—f)?}. Uvedeny vztah vychazi z piedstavy,
7e pro jasy, které se v obraze vyskytuji malo, 1ze tolerovat vétsi diferenci fr—f nez pro jasy, které se
vyskytuji ¢asto. Pouzitim operace stiedni hodnoty je zajisténo, Ze se diference fr—f na celkové chybe
podili tmérn¢ hustoté pravdépodobnosti jasu py. Upravami postupné dostavame

e=effte—t el to0)f |- [ o) -F mee= 3 [ (- mlope. a9

Jestlize je pocet I urovni dostatecné velky, mlizeme cCasto hustotu pravdépodobnosti pfz) uvniti jed-
noho kvantovaciho intervalu (d;, d;+1) povazovat za konstantni, a to pdr;), protoze zajisté bude d, < r,
<d41. Ze vztahu (4.45) pak dostavame

-1 diy -1
|
o= pe(r) [ (=) de =33 p(s) (don =) = (d, =)' | (4:46)
i=0 d; i=0
Z podminky minima s—e =0 stanovime K= @ ) (4.47)
]/'l.
Dosazenim vztahu (4.47) do (4.46) vyjde
|
e=—2 pr(r)dia—d;) . (4.48)

1235

Optimalni hodnoty tirovni d; lze nalézt minimalizaci hodnoty €. Reeni této optimaliza¢ni ulohy je
ponékud neptijemné. V (Pratt 78) se jako ptiblizné feSeni uvadi vztah

aj

(an—ay) | [pe()] " a2

d, = oL +a;, kde a,:"("H—_"L)mL. (4.49)
“H -1/3 1
J. [pf(z)] dz
ar,

Ze vztahu (4.49) je zfejmé, ze jestlize je rozdéleni pravd€podobnosti rovnomérné, vychazi také rozho-
dovaci urovné€ d; rozmistény pravidelng.

Komplikace nastavaji v ptipad¢€, kdy je poc¢et kvantovacich Grovni maly, takze hustotu pravdépodob-
nosti na kvantovacim intervalu nelze povaZzovat za konstantni. V takovém pfipad€ neni mozné provést
zjednoduseni pouzité ve vyrazu (4.46), ale je nutné pracovat s vyrazem (4.45). Za povSimnuti stoji
také problém kvantovani v barevnych obrazech. Jak vime, je barva Casto reprezentovana trojici R,G,B
intenzit zakladnich barevnych slozek. Vlivem kvantovani intenzity barevnych slozek mize u barev-
nych obrazli dojit k nepfesnostem nejen v intenzité, ale i v barevném odstinu.
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5 Filtrace obrazovych signalu

Filtrace je jednou ze zakladnich metod Gpravy signalli (vCetné signald reprezentujicich obrazy) spoci-
vajici v Gpraveé kmitoctového spektra. V principu lze filtraci provadét dvéma postupy: nerekurzivné a
rekurzivné. Uvazujme prostor diskrétnich signalii. Nerekurzivni filtry vytvareji vystupni signal v kaz-
dém bod¢ jako linearni kombinaci vzorkl signalu vstupniho. Impulzova charakteristika nerekurziv-
nich filtri obsahuje vzdy jen kone¢ny pocet nenulovych hodnot, protoze jinak by je nebylo mozné
prakticky realizovat. Nerekurzivni filtry jsou proto také oznaCovany jako filtry FIR (finite-extent im-
pulse response). Rekurzivni filtry naproti tomu predepisuji vztah mezi vstupnim a vystupnim signalem
obecnéji: vystupni signal v kazdém bodé je linearni kombinaci vzorkl nejen signalu vstupniho, ale
také praveé urCovaného signalu vystupniho. Jako rekurzivni 1ze realizovat také filtry, jejichz impulzova
charakteristika obsahuje nekone¢ny pocet nenulovych hodnot. Rekurzivni filtry proto také byvaji
oznaCovany jako filtry IIR (infinite-extent impulse response). Problematice nerekurzivni i rekurzivni
filtrace je v€novana tato kapitola. Kromé teoretickych zakladi uvedeme také nékteré praktické meto-
dy navrhu filtrti, véetné metod vyuzivajicich stochastického ptistupu.

5.1 Nerekurzivni filtrace

Necht fim,n) je diskrétni vstupni signal a A(m,n) necht” je impulzova charakteristika filtru. Nerekur-
zivni filtraci rozumime Gpravu signalu podle predpisu

g(m,n) = f(m,n)*h(m,n) . (5.1)
Provedeme-li Fourierovu transformaci rovnice (5.1), ziskavame vztah
G(k,1)=F(k,0)H(k,I). (5.2)

Z rovnice (5.2) je patrné, ze filtrace provadi upravu frekvencniho spektra signalu. Tato predstava byva
ostatné dosti Casto primarni. Casto pozadujeme, aby filtr modifikoval frekvencni spektrum signalu
jistym predepsanym zpisobem, tj. aby mél jistou pozadovanou frekvencni charakteristiku.

5.1.1 Realizace nerekurzivniho filtru v prostorové a frekvenéni doméné

V praxi se vypocet filtrace provadi jak v doméné prostorové podle vztahu (5.1), tak v doméné frek-
venéni podle vztahu (5.2). Jednim z faktord, které ovliviiuji volbu postupu, je ¢asova slozitost vypo-
¢tu. Uvedeme piiklad Casové rozvahy. Predpokladejme, ze mame provést filtraci dle vztahu (5.1) a ze
funkce £,/ jsou nenulové nad ¢tvercovymi oblastmi o rozmérech MxM a RxR bodil. Predpokladejme,
e vstupni signal 71 impulzova charakteristika A filtru jsou redlné, coz byvé v praxi &asto splnéno. Ca-
sovou slozitost meéfime poctem realnych nasobeni. Protoze pii praktické realizaci konvoluce mame
vypocitat M2 hodnot a protoze vypocet kazdé z nich vyzaduje R? nasobeni, dostdvame pro ¢asovou
slozitost Cg filtrace realizované v prostorové doméné vztah

Cg = M*R*. (5.3)

Pti provadéni filtrace ve frekvenéni doméné je tieba provést Fourierovu transformaci vstupniho sig-
nalu, pak soucin na pravé strané vztahu (5.2) a kone¢né zpétnou Fourierovu transformaci. Predpokla-
dame, ze frekvenéni charakteristiku H(k,/) pouzitého filtru zname pfedem a Ze ji neni nutné pocitat.
Protoze prechod od vztahu (5.1) ke vztahu (5.2) piedpoklada pouziti cyklické konvoluce, pfevedeme
vypocet konvoluce linearni (v praktickych aplikacich se konvoluce ve vztahu (5.1) dosti Casto uvazuje
linearni) na vypocet konvoluce cyklické tak, jak jsme jiz diive popsali v odstavci 1.2.5. Zaved'me
oznaCeni O=M+R—1. Z odstavce 2.3.5 vime, Ze Casova slozitost rychlé Fourierovy transformace je
30%og, /4 komplexnich nasobeni - tj. 30%log, O nasobeni realnych (jedno nasobeni komplexni vy-
zaduje ¢tyfi nasobeni realnd). Celkova Casova slozitost Ck filtrace realizované ve frekvencni doméné
mefena po¢tem realnych nasobeni tedy je

Cp =0 (3log, O+4+3log, Q)= 0*(4+6log, O). (5.4)
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Porovnanim vztaht (5.3) a (5.4) zjistujeme, Ze provedeni filtrace ve frekven¢ni doméné je vyhodnéjsi,

jestlize plati
R>.[4+6log, Q. (5.5

Naprt. pro 0=1024 vychazi, ze filtrace ve frekvenéni doméné je pii uvedenych kriteriich vyhodng;jsi
pro R>8.

5.1.2 Filtry s nulovou fazi

Upravu frekvenéniho spektra intuitivné chapeme tak, ze se filtraci méni amplituda jednotlivych frek-
vencnich slozek signalu, nikoli vSak jejich faze. Predpokladame tedy, Ze frekvenc¢ni charakteristika
filtru je realna (obecné&ji mizeme na takovy filtr pohlizet jako na filtr, jehoZz frekvencni charakteristika
ma nulové imaginarni slozky, a proto jej nazyvame filtrem s nulovou fazi). Opravnénost uvedené¢ho
pozadavku je stvrzovana praktickymi zkuSenostmi - pii zpracovani obrazu filtry, jejichz frekvenéni
charakteristika ma nenulové imaginarni slozky, lze subjektivné zaznamenat nezadouci degradace ob-
razu. Podminku nulové faze filtru ve frekvenéni doméné mizeme zapsat pomoci vztahu

H(k,l)=H"(k,I). (5.6)
S vyuzitim predpisu (2.39) pro Fourierovou transformaci odtud snadno ziskavame podminku
h(m,n) = h*(— m,—n). (5.7

Vidime tedy, Ze podminka nulové faze frekvencni charakteristiky filtru vyzaduje, aby impulzova cha-
rakteristika filtru byla centrovana kolem pocatku podle vztahu (5.7). Pfi filtraci obrazi je nékdy moz-
né volit impulzovou charakteristiku filtru na zaklad¢€ intuice. I v takovém pftipadé lze ovSem z vyse
popsanych diivoda doporudit respektovani vztahu (5.7).

5.1.3 Navrh filtru s vyuzZitim vyfrezové funkce

Casto chceme v prostorové doméné realizovat filtr, jehoz pozadovanou impulzovou charakteristiku
(oznacme ji napt. i(m,n)) sice zname, avsak jeji praktické pouziti je nevyhodné, protoze je nenulova
nad pf#ili§ rozsahlou oblasti, coz by vedlo k vysoké casové slozitosti vypoctu. V téchto pripadech lze
vytvotit aproximaci s(m,n) idealni impulzové charakteristiky i(m.,n) jejim zkracenim pomoci vyfezové
(okenni) funkce w(m,n) podle predpisu

h(m,n) = i(m,n)w(m,n) . (5.8)

Navrh filtru nyni spociva ve volbé vhodného typu vyiezové funkce w a ve volbe¢ velikosti vyfezu tak,
aby se vlastnosti filtru dostate¢né shodovaly s vlastnostmi pozadovaného filtru idealniho. Pfi volbé
vyiezové funkce se zpravidla pozaduje splnéni nasledujicich vlastnosti:

w(m,n) =w" (— m,—n) , (5.9)
w(m,n)z w (m)w2 (n) (5.10)

Misto separability dle vztahu (5.10) miZze byt nékdy pozadovana funkce rotaén€ symetrickd, coz je

zajisténo piedpisem
w(m,n):wo(\/m2+n2). .11

SpInéni uvedenych vlastnosti vétSinou usnadnuje realizaci nasledného vypoctu. Splnéni vlastnosti
(5.9) je predpokladem pro vytvoreni filtru s nulovou fazi. Separabilita funkce podle (5.10) ulehCuje
napt. vypocet Fourierovy transformace. Je totiz

g{w(m,n)} = g{wl(m)wz(n)} = g{wl(m)}g{wz(n)} =W (kW (1). (5.12)

V praxi se pouziva mnoha typid vyiezovych funkci. Zde uvedeme pouze nékteré z nich (dale uvedené
funkce mohou byt pouzity na misté funkei wy,w,,wg, O 0znacuje velikost vyrezu):

s 1 |nj<Q
obdélnik: w(n) = . , (5.13)
0, jinak
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i

Barlettova funkce: w(n) = (] a E]’ i< ©Q , (5.14)

0, jinak
1 1+ nl |n|<
Hanningova funkce: w(n) = o3 o)l " Q. (5.15)
0, jinak

obdélnik 1

Priibéhy uvedenych funkei jsou znazornény na
Hanning obr. 5.1. Pribeéh frekvencni charakteristiky
F{i(mpyw(m,n)} lze pouzit pro posouzeni
Barlett | kvality filtru. Uplatnime-li na obé strany rovni-
ce (5.8) Fourierovu transformaci, pak pro frek-
vencni charakteristiku ziskdme vztah

’ ’ H(k,0)=1(k, )W (k,l), 5.16

- : > (k1) =1k (k).  (5.16)

Obr. 5.1. Pribchy nekterych vyfezovych kde I je frekvencni charakteristika idealniho
funkei. filtru a ¥ je Fouriertiv obraz vyfezové funkce.

5.1.4 Navrh optimalniho filtru

V tomto odstavci se budeme vénovat praktické metodé navrhu impulzové charakteristiky %(m,n) filtru.
Uvazujme obraz rozméru MXN. Budeme pozadovat, aby hodnoty A(m,n) byly nenulové jen nad zvole-
nou a relativné malou oblasti (oznacme jeji rozméry RxS), coz je nezbytné z hlediska dosaZeni pftija-
telné Casové slozitosti vypoCtu v prostorové doméné. Dale predpokladame, ze zname pozadovanou
frekvenéni charakteristiku filtru. Protoze oCekavame, ze této frekvenéni charakteristiky nebude mozné
dosahnout piesné (s ohledem na omezeni rozméra R,S), budeme tuto frekvencni charakteristiku nazy-
vat charakteristikou idealni. Necht’ / je idealni a H skute¢na frekvenéni charakteristika filtru (obé cha-

rakteristiky pfedpokladame realné). Nalezeny filtr bude tim lep$i, ¢im mensi bude chyba

M=1N-1

=¥ S [Hk)-1(kD] (5.17)

k=0 1=0
kde W} jsou vahové konstanty zohlediujici vyznam dil¢i chyby pro jednotlivé frekvencni slozky.
Tyto konstanty volime. Vzdy vSak musi byt W} ; > 0. Za optimalni povaZzujeme takovy filtr, ktery mi-
nimalizuje hodnotu chyby €. Rozved’'me nyni naznaceny postup pon€kud podrobnéji. Fourieriiv obraz
impulzové charakteristiky filtru (tj. skutecnou frekvencni charakteristiku) zapiSeme ve tvaru

R-15-1 sl
ZZh r.8)®; (r.s), kde (I)k,,(r,s)zexp|: J2TC(M+ N):| (5.18,19)

r=0s5=0
Dosazenim vztahu (5.18) do (5.17) dostavame
M=1N- R-15-1 2
e=y sz, N h(r.s)@; ,(rs)-1(k.D) | (5.20)
k=0 /=0 #=05=0
Pro nalezeni extrému polozime:
oe =0 (m=0,1,..R-1, n=0,1,..., S-1). (5.21)
ah(m,n)
Po upravach zjistujeme, Ze hledané hodnoty A(r,s) jsou feSenim soustavy linearnich rovnic
R-15-1
Zz Ay p (r,s)h(r,s) =B, (5.22)
r=0s=0
M—-1N-1 ~1 N1
kde Wqu)kl r S)(I)kl(mn = Wkl[k Z(Dk,l(m,n).
k=0 /=0 k=0 /=0
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5.2 Rekurzivni filtrace
V piipadé rekurzivni filtrace je vystupni signal g svazan se vstupnim signalem f prostfednictvim vzta-
hu

b(m,n)* g(m,n) = a(m,n)*f(m,n) , (5.23)
kde b, a jsou diskrétni funkce, které rekurzivni filtr popisuji. Necht je hodnota 5(0,0) nenulova. Beze

ztraty na obecnosti predpokladame, ze 5(0,0)=1. Rozepsanim konvoluce ze vztahu (5.23) snadno ové-
fime, Ze plati

g(m,n) = a(m,n)* f(m,n) + c(m,n)* g(m, n) , (5.24)
kde funkce ¢ je definovana takto
c(m,n)z{ 0 m=”(),n=0. (5.25)
—b(m,n), jinak
Fourierovou transformaci rovnice (5.23) obdrzime vztah
G(k.1)= ‘;gg F(k.I), (5.26)

kde A,B.F,G jsou Fourierovy obrazy funkci a.b.f,g. Vidime, Ze frekvencni charakteristika rekurzivniho
filtru je H(k,l) = A(kl) | B(k.D).

fvvr

zitost nez nerekurzivni filtr obdobnych vlastnosti. Necht” N,N,,N; jsou rozméry oblasti, nad nimiz
funkce f,a,b nabyvaji nenulovych hodnot (pro jednoduchost predpokladame, ze vSechny oblasti maji
Ctvercovy tvar). Z vyrazu (5.24) je ziejmé, ze Casova slozitost rekurzivni filtrace pfi pfimém vypoctu
je (detailngji je postup vypoctu popsan v nasledujici podkapitole)

Cp = N>(NZ+ 7). (5.27)

Rekurzivni filtr je tedy vyhodny tehdy, jestlize se funkce a,b podafi navrhnout tak, aby rozméry N,,N,
byly malé (mensi nez rozmér oblasti, nad niz nabyva nenulovych hodnot funkce % nerekurzivniho filt-
ru srovnatelnych vlastnosti). Poznamenejme, Ze hodnoty NN, mohou byt u rekurzivniho filtru ko-
necné i tehdy, jestlize je impulzova charakteristika filtru nenulova nad nekoneénym poctem bodi.

5.2.1 Realizace rekurzivniho filtru primym vypoctem

Ze vztahu (5.24) vidime, Ze k tomu, aby bylo mozné provést vypocet hodnoty g(m.n) vystupniho pole,
je nutné diive znat ty hodnoty pole g, pro které jsou odpovidajici hodnoty funkce ¢ nenulové. Vypocet
je proto zadouci zorganizovat tak, aby hodnoty g byly

\ ? ziskavany v potfebném poradi. Je ovSem ziejmé, Ze pro
S~ nekteré funkce ¢ nebude existovat zadné potadi, které
° e @l = ° ° Q| —= by ptimy vypodet umoznilo (pozdé&ji viak uvidime Ze,
e o o o o °© ° © takové filtry mohou byt vy¢islitelné iteracnim postu-
°©o o o o o °© o o pem). Na obr.5.2 jsou ilustrovany oba ptipady. Je zde
a) vyznacen tvar oblasti, nad niz funkce ¢ nabyva nenulo-
vych hodnot, a také mozné sméry postupu pii vypoctu.
©c o o o o o o o Plnym kruhem je vyznaceno misto, pro které je hodnota

6 o o o o o o o g(m,n) vystupniho pole v daném okamziku urcovana.

o o @ o o o o @

6 o o o o o o o Pro ,nastartovani® vypoctu rekurzivniho filtru je tfeba
o o o o o o o o mit predem k dispozici nékteré hodnoty vystupniho ob-

b) razu g. Tyto'hodnc?ty maji'Wznam okraj.ovych pO('imi—
nek. Pozadujeme-li filtr linearni, pak je nutné jako
okrajové podminky zadavat pouze hodnoty 0. Toto tvr-
zeni vyplyva z jednoduché Gvahy: Necht’ (0 je uvazova-

Obr.5.2. a) Funkce c(m,n) umoziiujici
piimy vypocet, b) neumoziujici piimy
vypocet.
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ny rekurzivni filtr. Pfedpokladejme, ze filtr © je linearni. Plati proto

@{af(m,n)} = a@{f(m,n)} . (5.28)

Polozime-li v (5.28) a=0, konstatujeme na zakladé uvedeného vztahu, ze v ptipadé linearniho filtru
nulovému vstupnimu obrazu nutné odpovida také nulovy obraz vystupni. Pti volbé nenulovych okra-
jovych podminek by zde obecné doslo ke sporu: nulovému vstupnimu obrazu by odpovidal nenulovy
obraz vystupni, a proto by filtr ¢ nebyl linearni. Ani poloha bodi, ve kterych zaddvame okrajové
podminky, nemize byt volena libovolné. Okrajové podminky, lze zadavat pouze v téch mistech, kde
hodnotu vystupniho pole neurcuje vyraz (5.24). Obr. 5.3 ukazuje priklady mist, v nichz se zadavaji
okrajové podminky, pro riizné tvary oblasti, nad niz je funkce ¢ nenulova.

ooooooo o o o o o o M

Obr.5.3. Ptiklady okrajovych podminek pro riizné funkce c(m,n).

Na rozdil od nerekurzivnich filtrt, které jsou vzdy stabilni, je u filtrti rekurzivnich nutno sledovat pro-
blémy stability. Jestlize je filtr nestabilni, pak se v priibéhu vypoctu mohou §ifit zaokrouhlovaci chyby
a pripadné Sumy vstupniho pole a dosahovat vysokych hodnot. Tento problém byl v minulosti detailné
studovan, ale jeho podrobngjsi diskuse by ptesahla ramec tohoto textu. V ptipadé zajmu proto ctenare
odkazujeme napf. na praci (Dudgeon 84).

5.2.2 Realizace rekurzivniho filtru itera¢nim vypoc¢tem

V predchozim odstavci jsme vysvétlili, ze ma-li oblast, nad niz funkce b,c nabyvaji nenulové hodnoty,
vhodny tvar, pak lze rekurzivni filtraci realizovat ptfimym vypoctem. Ne vSechny filtry jsou ovSem
takto realizovatelné. Pfimy vypocet nelze uplatnit tehdy, jestlize by pro vypocet hodnoty g(m.n) bylo
zapotiebi hodnot v téch mistech vystupniho pole, kde zatim nebyly vypocteny. V téchto ptipadech lze
vSak pouzit iteraéniho postupu. Na zakladé vztahu (5.24) se pro vypocet g(m.n) nabizi iteracni predpis

g (m,n) = a(m,n)*f(m,n) + c(m,n)* g (m,n) , (5.29)

kde gim.,n) znamena hodnotu v i-tém iteracnim kroku. Pro zahajeni iteracniho pochodu volime
go(m,n) = 0. Opravnénost iteraéniho postupu popsaného vztahem (5.29) je ovSem samoziejmé nutné
dolozit studiem konvergence. Ackoli predpokladame, ze samotny vypocet filtrace bude provadén
v prostorové doméng, analyzu konvergence provedeme v doméné frekvencni. Fourierovou transfor-
maci vztahu (5.24) obdrzime

G(k,1)= A(k,1)F(k,1)+ C(k,1)G(k,1), (5.30)
kde C je Fourierovou transformaci funkce c. Z (5.30) dostaneme dale vztah
G(k,1)= %F(k,l) : (5.31)
Fourierovou transformaci rovnice (5.29) ziskame
G;(k,l)= A(k,0)F(k, 1)+ C(k,1)G,_ (k,I). (5.32)
Odtud mame Gy(k.0)= A(k,D)F(k.1), Gy (k.I)= A(k,[)F(k,I\1+C(k,1)] (5.33)
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—1
G,(k.0)= A(k,l)F(k,l)nz C'(k.0).
i=0
= 1-C"(k.1)
S vyuzitim identity C'(k,l)=———,
,Zo’ (k1) 1-C(k.1)

za predpokladu ze |C(k,[)| < 1 a s uplatnénim vztahu (5.31) dochazime v ptipadé nekonecného poctu
iteracnich krokd k nasledujicimu zavéru:

(5.34)

lim G, (k,l)= A(k,I)F(k.I) lim 1=C"(k1) __A(k1)

e noe 1=C(kD) 1—c(k,;)F(k’l)=G(kJ)- (5.35)

Vidime tedy, ze jestlize plati |C(k.,/)| < 1, pak itera¢ni proces konverguje k presnému feseni. Pozname-
nejme vSak, Ze uvedena podminka je zbyte¢né piisna. Podrobngjsi analyzou bylo totiz dokazano, ze
iteracnim postupem lze realizovat kazdy stabilni filtr (Dudgeon 84).

5.2.3 Navrh rekurzivniho filtru

Navrhem rekurzivniho filtru rozumime stanoveni funkci a(m.n), b(m,n) tak, aby mél filtr pozadované
vlastnosti. Vychozimi udaji pro navrh miize byt napt. néjaky vstupni signal f{m,n) a pozadovana odez-
va d(m,n) filtru na tento signal (prikladem je realizace filtru se zadanou impulzovou charakteristikou).
Nazna¢me postup takového navrhu. Aby ¢asova slozitost filtrace byla co nejmensi, pozadujeme, aby
funkce a.b mély nenulové funkéni hodnoty jen v malém poctu bodi. Necht g(m,n) je skute¢na odezva
filtru na funkci f{m,n). S ohledem na predchozi pozadavek se bude skutecna odezva lisit od odezvy
pozadované. Uhrnna kvadraticka chyba filtru v prostorové doméné pak je

8=22[g(m,n)—d(m,n)]2 . (5.36)

Funkce a(m,n), b(m,n) stanovime minimalizaci funkcionalu (5.36). Analogicky postup mizeme reali-
zovat také ve frekvenéni doméné. Uhrnna kvadraticka chyba filtru ve frekvenéni doméné je

2

2 A(k,1D)
= G(k,[)-D(k, )| = ———=F(k,l)-D(k,I)| . 5.37
e= S Sl6l0n)- el =33 e )i 53

MiZeme také zavést funkci W} ; vyjadiujici vahu chyby pro jednotlivé frekvence. Mame pak
2

A(k,1)
= W, | —=F(k,l)- D(k,l)| . 5.38
E€w ;2}, k,1|:B(kJ) (k.0) (,):l (5.38)

Poznamenejme na zavér, Ze at’ jiz pouZijeme navrhu v doméné prostorové nebo frekvencni, jsou re-
zultujici ulohy minimalizace nelinearni, a proto je zde zpravidla zapotrebi pouzit numerického feseni.

5.3 Obecny model degradace a rekonstrukce obrazu

Pfi snimani obrazu ¢asto dochazi k jeho riiznym poskozenim (degradacim). Obraz mtze byt napf. za-
Sumély, neostry atd. Pokud je to mozné, byva obvykle zadouci tyto degradace korigovat. Korekce by-
va dosti Casto realizovana filtraci. Klicovou otazkou je volba vhodného filtru. K jeho nalezeni je nej-
prve vhodné zavést model degradace obrazu. Oznac¢me f; vstupni neposkozeny obraz. Obraz f neni
ovSem k dispozici. Dostupny je misto n€j pouze obraz poskozeny, ktery oznacime f,. Predstavujeme
si, 7e degradace je zplsobena né&jakym operatorem (oznalme jej J) a dale si predstavujeme, Ze do-
chazi k degradaci aditivhim Sumem (ozna¢me jej v). Je tedy

fo=D{fi}+v. (5.39)

Ukolem rekonstrukce obrazu je nalézt rekonstrukéni operator & tak, abychom jeho aplikaci na obraz
/b obdrzeli obraz (ozna¢me jej fr), ktery je co mozna nejblizsi obrazu fi. Mame tedy

fr = R{fp}=R{D{A}+v}. (5.40)
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Ze vsech moznych operatorti zvolime za operator R ten, ktery dava minimalni hodnotu chyby

e=|fr -4l (5.41)
Piedpokladejme nyni, Zze degradacni operator ) je linearni a invariantni vici posuvu. Jeho impulzo-
vou a frekvenéni charakteristiku oznaé¢me #p, Hp. Také rekonstrukéni operator R piedpokladame li-
nearni a invariantni vici posuvu. Ukolem je nalézt impulzovou charakteristiku sg nebo frekvenéni

charakteristiku Hy rekonstrukéniho operatoru R tak, aby byla minimalizovana chyba ze vztahu (5.41).
Zapi$me rovnice (5.39), (5.40) pomoci konvoluce. Mame

/o (m,n) = fi (m,n)*hD (m,n)+v(m,n) , (5.42)
fr (m,n) = [fl (m,n)* hp (m,n) + v(m,n)]* hp (m,n) . (5.43)
Provedeme-li Fourierovu transformaci uvedenych vztahti, dostaneme
Fr (k)= K (k,0)Hp (k,01)+V (k.1), (5.44)
Fy (k1) = [ F (kD) Hp (k1) +V (k1) Hg (k.1) . (5.45)

5.4 Inverzni filtrace

O inverznim filtru hovotime tehdy, jestlize frekvenéni charakteristiku rekonstrukéniho operatoru R
zvolime ve tvaru

HR(k,l):m. (5.46)
Dosazenim vztahu (5.46) do (5.45) zjistujeme, ze plati
Fp (k)= F(k 1)+M. (5.47)
| " Hp (kD)
Inverzni Fourierovou transformaci pak obdrzime
fR(m,n)=fI(m,n)+g_l{%}. (5.48)

Ze vztahu (5.48) vidime, ze pokud by obraz fj, nebyl degradovan Sumem, pak by inverzni filtr poskytl
obraz, ktery je shodny s neposkozenym vstupnim obrazem f|. Za pritomnosti Sumu se ovSem obrazy fr
a fj lisi. Odchylka je popsana druhym ¢lenem na pravé strané rovnice (5.48). Je ziejmé, ze vliv Sumu
roste s tim, jak klesaji hodnoty Hp(k.). Protoze u vétSiny degradaci jsou hodnoty Hp(k,/) odpovidajici
vyssim frekvenénim slozkam, kde vliv Sumu zejména ocekavame, malé (obraz je obvykle rozostiovan
tim, Ze jsou potlaceny vyssi frekvence), dochazi pouzitim inverzniho filtru ¢asto k nezadoucimu zdi-
raznéni Sumu. Jinym praktickym problémem je, ze frekvencni charakteristiku degrada¢niho operatoru
mnohdy nezname presné. Casto je nutné spokojit se s pouhym odhadem.

5.5 Wieneruv filtr ve frekven¢ni doméné

V této podkapitole vyuzijeme k nalezeni rekonstrukéniho filtru stochastického pristupu. Ukazeme
nejprve odvozeni tzv. Wienerova filtru ve frekvenéni doméné (v prostorové doméné jej odvodime
v nasledujici podkapitole). Predpokladame, ze fi(m,n), fp(m,n), fr(m.n) jsou homogenni nahodna pole
rozméru MXN reprezentujici postupné idealni, degradovany a rekonstruovany obraz a Ze v(m.n) je
nahodné pole rozméru MxN, které reprezentuje aditivni Sum. Také odpovidajici Fourierovy obrazy
F\(m.n), Fp(m,n), Fr(m,n), V(m,n) jsou nahodna pole rozméru MxN. Pro zestruénéni polozme

£\ (m,n)z fr (m,n)—fl (m,n), (5.49)
Fy (k1) = {85 (m,n)} = Fy (k.0) = Fy(k,1). (5.50)

Rekonstrukéni filtr nalezneme minimalizaci chyby
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M-1N-1 5
e=E{ Y Z|fA(m,n)| . (5.51)

m=0 n=0

Podle Parsevalova teorému (2.59) ovSem plati

e= E{Mi Ni|fA (m.n)’ } - E{Mi N21|FA (k.2) } (5.52)

m=0 n=0 k=0 =0

F(k,l) vyjadiime dosazenim vztahu (5.45) do vztahu (5.50). Dostaneme
E, (k1) = [Fy (k1) Hy (k1) + V (k.0)|Hy (k. 1) = Fy (k.1). (5.53)
Uvazime-li, ze [Fa(k.D)?=F s(k,))F " (k,[), pak ze vztahu (5.52) mame

e= E{Mi AilFA(k,l)F‘;(k,l)} : (5.54)

k=0 /=0

Frekvencni charakteristiku Hy rekonstrukéniho filtru uréime z podminky

oe
—=0 =0,1,..., M—1 =0,1,..., N—1. 5.55
aHR(r’S) > r 27 > 2 S 252 > ( )
Ze vztahu (5.54) mame
M-1N-Il JF F:
_ % _g MFZ(k,I)+FA(k,I)M (5.56)
OHR (r.s) = | 0HR (s OHR (r.s)
BFA(r,s) . aFZ(r,s)
{SHR(r,s) A(r’3)+ A(F’S)BHR(F,S)

Piedpokladejme, Zze nahodna pole fi,v jsou nekorelovand. Uplatnénim vysledku z podkapitoly 3.6 lze
snadno ukazat, ze pole Fi(k,/) a V(k,[) jsou proto také nekorelovana, z ¢ehoz vyplyva E{F{(k.[)V(k,])}
= BE{Fi(k,)}E{V(k,])}. Dale ptedpokladejme, ze E{v(m,n)} = 0. Odtud plyne, ze E{V(k,[)} = 0. Dosa-
dime-li do vztahu (5.56) vztah (5.53), polozime-li E{Fy(k.))F"(k.)}N(MN) = Gy(k.D), E{V(k])
V* (k)Y N(MN) = Gyy(k.1), pak po apravach dostaneme pro rekonstrukéni filtr predpis

Gflfl (f",S)
3 .
|HD (r,s)| GfIfI (r,s)+ G,y (r,s)

Hyg (r,s)= Hp(r,s) (5.57)

Poznamenejme, ze Gy je vykonova spektralni hustota vstupniho nedegradovaného signalu a G, je
vykonova spektralni hustota Sumu (viz. vysledek prikladu 3.1).

5.6 Wieneruv filtr v prostorové doméné

V této podkapitole ukaZzeme odvozeni Wienerova filtru v prostorové doméné. Opét predpokladame, ze
f, fp, fr jsou homogenni ndhodna pole reprezentujici idealni, degradovany a rekonstruovany obraz a
ze v je nahodné pole popisujici aditivni Sum. Stejné jako v ptedchozi podkapitole, je i zde cilem na-
1ézt filtr, ktery na zaklade znalosti degradovaného obrazu provede jeho rekonstrukei, ktera je v jistém
smyslu optimalni. Abychom mohli pouzit piehledného maticového zapisu, reprezentujme vsechna
uvedena pole pomoci sloupcovych vektori rozméru MN. Predpokladame, ze odhad bude mozné vyja-
dfit ve tvaru

fr = Wiy +b, (5.58)

kde W je zatim neznama matice rozméru MNXMN a b je zatim neznamy vektor rozméru MN, které
musime stanovit tak, aby byl odhad optimalni. Pozadujeme, aby stfedni hodnota odhadu byla stejna
jako stiedni hodnota idealniho obrazu, tedy aby platilo

E{fz}=E{f;}. (5.59)
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Daéle pozadujme, aby odhad fz minimalizoval chybu
T
e=B{(fx —1;)' (fx —1))} (5.60)

Ekvivalentnim postupem k minimalizaci chyby ze vztahu (5.60) je aplikace principu ortogonality.
Podle tohoto principu mizeme hledanou matici W a vektor b nalézt pomoci nasledujici podminky

E{(fR —£;)(fp —E{fD})T}z 0. (5.61)

Protoze jsme princip ortogonality uvedli bez ditkazu, pokusme se alespon o jeho ponékud méné for-
malni, av§ak nazornou interpretaci: Jestlize jsou chyba odhadu (rozdil v prvni kulaté zavorce) a od-
chylka pozorovani od stiedni hodnoty (rozdil v druhé kulaté zavorce) nekorelované veliciny, pak jiz
pouzitymi prostiedky (statistické momenty druhého tadu) nelze nic zlepSovat. Pro stru¢nost a pre-
hlednost zapisu zaved’'me oznaceni

Ze vztahu (5.58) a z podminky (5.59) snadno ziskame ptedpis
b:l"lfl _WufD . (563)
Dosadime-li do podminky ortogonality (5.61) vztah (5.58) a (5.63), pak postupn€ dostaneme
T T
0= E{(fR —f; )(fD —Hgy ) }= E{(WfD Ry~ W —f) )(fD —Hgy ) } (5.64)

T
= E{[W(fD —Hy, )- (fI My )][fD —Hg, ] } =WCq p —Crgy
kde Cgyipy, Cypy jsou kovarianéni matice. Ze vztahu (5.64) pak dale mame
W=Cp Cpli. (5.65)

Ptedpokladejme nyni, Ze vstupni obraz f} je degradovan linearnim operatorem reprezentovanym matici
D a Sumem reprezentovanym vektorem v. Pro degradovany obraz f, proto mtizeme psat

Uplatnime-li na vztah (5.66) operaci stredni hodnoty a vysledek dosadime do vztahu (5.63), mame
b :ufl _WDufl _Wuv > (5.67)

kde Ly je vektor stiednich hodnot Sumu. Dosazenim vztahu (5.66) do (5.65) dale mame

W= 6 005 ) (5 )] {005 ) (s ol - o )] |

(5.68)

-1

Jestlize jsou nahodna pole f; a v navzajem nekorelovana, vychazi
-1
W=C D' (DD +Cyy ) (5.69)

Uvedeny vztah mizeme dale zjednodusit za predpokladu, ze pro kazdé dva riizné body obrazu je ide-
alni signal i Sum nekorelovany. V tomto pfipadé jsou kovarian¢ni matice Cgy, C,y diagonalni. Za-
ved'me dalsi zjednoduseni a predpokladejme kovarian¢ni matice ve tvaru

Cir =0il, C,, =00, (5.70)
kde I je jednotkova matice. Ze vztahu (5.69) pak dostaneme ptedpis
-1
62
W=DT[DDT+—2VI:| . (5.71)
Ot
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6 Bodové, algebraické a geometrické operace s obrazy

V praxi se ¢asto uplatiiuji operace, pfi nichz se modifikuje jas (pripadné intenzita barevnych slozek)
tak, ze jas vysledného obrazu v kazdém bod¢ je né&jakou funkei jasu ptivodniho obrazu v témze bodé.
Takové operace nazyvame operacemi bodovymi. Do operaci algebraickych vstupuji zpravidla dva ob-
razy. Vysledny obraz se ziskava tak, ze se jasy ve stejnolehlych bodech vstupnich obrazi scitaji, od-
¢itaji, nasobi nebo déli. Na rozdil od bodovych a algebraickych operaci méni operace geometrické
tvar a rozméry obrazu. O uvedenych tfidach operaci pojedname v této kapitole podrobné;ji.

6.1 Bodové operace

Necht’ f{x,y) je obrazova funkce (jasova funkce) popisujici vstupni obraz a g(x,y) obrazova funkce po-
pisujici obraz vystupni. Bodovou operaci rozumime transformaci obrazu podle predpisu

g(x.y)=o[f(x.y)]. (6.1)

Ze vztahu (6.1) je ziejmé, Ze bodové operace vytvareji vystupni obraz tak, ze bodu o souradnicich
(x,y) prifadi hodnotu jasu, ktera je n¢jakou funkci ¢ jasu vstupniho obrazu v bodé o stejnych soufad-
nicich. Davody pro provadéni
bodovych transformaci mohou
byt rozmanité. Uved’'me nékolik
priklada: Citlivost prvktl, které
se pfi snimani obrazu pouzivaji
casto neni linearni. Pii fotomet-
a) b) ¢) d) rické kalibraci kompenzujeme
bodovou operaci nelinearitu sni-
maciho prvku. Podobna je i situ-
ace na vystupu fetézce zpraco-
vavajiciho obraz, kde bodovou
operaci muZeme kompenzovat
nelinearitu displeje. V systémech
€) f g h) pro zpracovani obrazu je jednou
z nejpouzivangjSich operaci bo-
dova operace provadéjici zménu

o(u)

)

Obr.6.1. Piiklady funkci realizujicich bodové operace: a),b)
linearni funkce dle vztahu (6.3), ¢) funkce po ¢astech linearni, d) overdl
kvadraticka parabola (6.4) (c=1), e).f) kubické parabola (6.5), rozsahu nebo pribehu jasu.
g),h) exponencialni funkce (6.6) (y=3, y=1/3). Predpokladame, e jas (oznacme
jej u) vstupniho obrazu mize
nabyvat hodnot z intervalu (uy;,, #nax) @ pozadujeme, aby hodnoty ., #max byly transformovany na
hodnoty vi=@(tmin), V2=0(tmay), které povaZujeme za znamé. Zaved’'me hodnotu § vztahem

g= U7 Umin (6.2)

Umax ~ Umin

Jako ptiklady funkei @(§) realizujicich bodovou transformaci lze uvést napf. nasledujici funkce:
(&)= +§(v2—w), (63)
9(8) =i +[6+c&(1-8)[(v2 - w), (64)
9(8)=(1-387+ 287 v, +(6— 282 + &7 v + (387 =287y, + (-2 + € v, (6.5)
OE)=v +&7(v2—w). (6.6)

kde v'1=@ (t)|u=umin> V2= (#)|u=umax @ C.Y jsou konstanty zvolené tak, aby bylo dosazeno zadané¢ho
prubéhu funkce ¢. Ptiklady pribéhti funkei jsou uvedeny na obr 6.1.
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6.1.1 Vliv bodovych operaci na histogram jasu

Nejprve uvedeme obecné uvahy tykajici se histogramu jasu. Uvazujme diskrétni obrazy s jasem po-
psanym celymi Cisly. Obraz je definovan nad oblasti sestavajici z N bodl. Necht N, oznacuje pocet
bodi, jejichz jas je pravé z. Pro histogram (ozna¢me jej H) jasu pak mame H(z)=N,. Probirejme po-
stupné jednotlivé body obrazu a vySetiujme jejich jas. Na hodnotu jasu mtizeme pohlizet jako na néa-
hodnou proménnou (oznaé¢me ji b). Hodnota p(z) = H(z)/N = N,/N udava pravdépodobnost jevu, Ze jas
bodu je prave z. Je ziejmé, ze H(z) = Np(z). Poznamenejme, ze pro hodnotu p(z) byva téz nékdy pou-
Zivano nazvu normalizovany histogram. Pro teoretické tvahy je vyhodné zavést odpovidajici pojem
také pro spojité obrazy s realnymi hodnotami jasu. Necht' #{z<b<z+Az} oznaluje pravdépodobnost
jevu, ze jas bodu nabyvd hodnoty z intervalu (z,z+Az), J necht je plocha celého obrazu a
S {z<b<z+Az} necht je plocha téch jeho ¢asti, kde jas nabyva hodnoty z intervalu (z,z+Az). Ve spoji-
tém pripad€ ma p(z) vyznam hustoty pravdépodobnosti

p(2)= lim f{z<b$z+Az}: lim Jn{z<sz+Az} -

Az—50 Az Az—50 S Az

Vysetfujme nyni, jak se histogram jasu méni vlivem bodovych operaci. Uvazujme spojité obrazy
s realnymi hodnotami jasu. Predpokladejme, Zze hustota pravdépodobnosti jasu vstupniho obrazu f je
znama (oznaCme ji py) a Ze na obraz f byla aplikovana bodova operace popsana rovnici (6.1). Ukéaze-
me, jak Ize stanovit hustotu pravdépodobnosti jasu vystupniho obrazu g (ozna¢me ji p,). Necht wu,v
znaci vstupni resp. vystupni jas. Je tedy v=@(u). Predpokladejme, Ze ¢ je bijekci, a Ze Ize proto kon-
struovat inverzni funkci v=@~!(v). Uvazujme inter-
val (u, u+Au) vstupnich jasi. Tomuto intervalu od-
povida interval (v,v+Av) = (@(u), O(utAu)) jast vy-
stupnich (obr. 6.2). Rekn&me, Ze ve vstupnim obraze
méla jista plocha obrazu jas z intervalu (u,u+Au). Po
transformaci bude mit tataz plocha jas z intervalu

(v,v+Av). Vzhledem ke vztahu (6.7) proto mame
v v+Ay u+Au

I Pg(e)dz = j py(z)dz. (6.8)

Jestlize jsou hodnoty Au, Av dostatecné malé, pak
Pglv) u  mizeme na zakladé vztahu (6.8) také psat

pr(u) (M)A = p,(u)Au . (6.9)

Odtud ziskame pro vypocet hustoty pravdépodob-
nosti p(v) predpis

+A -
Obr.6.2. Vliv bod ” l}: ” o) =22 _rs()_peC) (6.10)
r.6.2. Vliv bodovych operaci na g Av/ Au ’ -1 T
histogram obrazu. vhen @ (u) ? [(p (v)]

6.7)

v

v=0(u)

v+Av

Priklad 6.1. Predpokladejme, Ze jasy vstupniho ob-
razu jsou nezaporné (#=0) a Ze hustota pravdépo-
dobnosti jasu vstupniho obrazu je popsana vyrazem

2 2
u)=——=cexp|—u"|.
Py ( ) N P( )
_ 2 exp(— uz) Vystupni obraz je definovan vztahem
g(x.y)=1*(x.y).
Urc¢ime hustotu pravdépodobnosti jasu vystupniho

obrazu. Mame v = @(u) = 2, u = ¢~!(v) = Vv. Podle
vztahu (6.10) pak pro hledanou hustotu dostavame

i 2 3 u,y
Obr.6.3. Hustoty pravdépodobnosti
jasu z prikladu 6.1.
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_oxp(y).

pg(v) Jrv

6.1.2 Vyrovnani histogramu

Vyrovnanim histogramu rozumime provedeni takové bodové operace, ktera zajisti rovhomérné rozlo-
Zeni hustoty pravdépodobnosti jasu vysledného obrazu. Ditvody k provedeni operace mohou byt néa-
sledujici: 1) Vyrovnani mtize vést ke zlepSeni kvality obrazu subjektivné vnimané pozorovatelem. 2)
Vyrovnani mize byt pouzito jako transformace zajiStujici normalizované jednotné podminky pted
dal$im zpracovanim obrazli (napt. pfed segmentaci a rozpoznanim). (Poznamenejme, Ze pro jistou
tiidu obrazi miize v§ak vyrovnani histogramu vést naopak i ke zhorseni subjektivné vnimané kvality.
Jako priklad uvazte napt. obraz vznikly naskenovanim vykresu obsahujiciho ¢erné ¢ary na bilém pod-
kladé.) Zaméime se nyni na problém stanoveni funkce ¢ ze vztahu (6.1) tak, aby rozloZzeni pravdépo-
dobnosti pg bylo rovnomérné. Uvahy se zjednodusi, jestlize budeme piedpokladat, e jas vstupniho i
vystupniho obrazu je reprezentovan realnymi Cisly (obr.6.4a). Z podminky rovnomérného rozlozeni
hustoty pravdépodobnosti mame py(v) = 1/(vinax — Vmin)- PouZitim vztahu (6.10) pak dostaneme

0= L0 0y o). (61D

v=0(u)

u u
Odtud — @(u)= [¢'(2)dz = (Vg = ¥min) [P/(2)dz.  (6.12)
Umin Umin
ProtoZe je podle piedpokladu hustota p(z) znama, je vztah
(6.12) predpisem pro vypocet hledané funkce . Jestlize jsou
jasy reprezentovany celymi cCisly, je zapotiebi nékolik dalSich
upfesnéni. Zaméifme se nejprve na pripad, kdy je celymi &isly
pr() reprezentovan pouze jas vystupniho obrazu. Mame tedy
/\ VE {Vmin> Vmint1se-s Vmax}- Jasy vstupniho obrazu jsou realné.
a) Funkce ¢ ma v tomto ptipadé stupniovity tvar (obr.6.4b). Pro
z€ (y,uy1) plati @(z) = v. Problémem je stanovit pro jednotlivé
hodnoty v odpovidajici hodnoty u,. S pfihlédnutim ke skutec-
nosti, Ze v tomto piipad€ je pg(v) = 1/(Vmax = Vmin + 1), dosta-
vame z podminky rovnomérného rozdéleni pravdépodobnosti
v=0(u) pro hodnotu u, (Viin<v<vyay) nasledujici rovnici

Pe(v)

V™~ Vmin
(Vmax ~Vmin T 1)
) Jestlize je celymi Cisly reprezentovan jas jak vystupniho tak i
Po(v) u  vstupniho obrazu, pak je funkce @ diskrétni. Stejné jako v pied-
pr(u) __— chozim pfipade, je i zde problémem stanovit pro jednotlivé
d hodnoty v odpovidajici hodnoty u,. Hledanou hodnotu u, lze
uréit jako nejmensi hodnotu, pro kterou je splnéna nerovnost

mi“H)s Y ps(2). (6.14)

(vmax ~ Vmin

= fpf(z)dz. (6.13)

Umin

b)

Obr.6.4. Vyrovnani histogramu
jasu.

vV—v

Z=Umin

Jak z uvedeného postupu vyplyva, nelze v piipadé, kdy je ce-
lymi Cisly reprezentovan jas vystupniho i vstupniho obrazu, dosahnout vyrovnani histogramu zcela
ptesné. Histogram je vyrovnan pouze ptiblizné.

6.2 Algebraické operace s obrazy

Necht fi(x,y), f>(x,)) jsou znamé obrazy. Algebraickou operaci rozumime postup, kdy je vysledny ob-
raz g(x,y) ziskavan pomoci nékterého z nasledujicich vztahti:

g(x.y)=fi(x.¥)+ fo(x.¥), (6.15)
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g(xay):fl(xay)_fZ(xay)’ (616)
g(xay):fl(xay)fo(xay)’ (617)
g(x.»)=A(x.y)+ fo(x.). (6.18)

Uved’me nekolik ptikladi, kdy mohou byt algebraické operace pouZity v praxi: Pfi snimani kamerou
je nékdy vlivem nedokonalosti objektivu obrazek uprostred svétlejsi a na krajich (nejvice v rozich)
tmavsi. Uvedenou vadu objektivu miizeme povazovat za multiplikativni chybu a korigovat ji pomoci
vztahti (6.17) nebo (6.18). Obraz f| je obraz, ktery ma byt korigovan. Korekéni hodnoty obsazené v
obrazu f; snadno vypocitame napt. z hodnot ziskanych sejmutim bilé rovnomérné osvétlené plochy.
Podobné lze korigovat systematickou chybu vznikajici nerovnomérnym osvétlenim predlohy pii sni-
mani kamerou. Pfi snimani scény, v niz se pohybuji objekty, Ize rozdilu po sob¢ jdoucich obrazi vyu-
zit k detekei pohybu. Pouziti s¢itani obrazu pro redukci Sumu ukaZzeme podrobngji v samostatné pod-
kapitole.

6.2.1 Vliv algebraickych operaci na histogram jasu

Necht’ pi(z), p(z) jsou hustoty pravdépodobnosti jasu v obrazech fi(x,y), £(x.y). Stanovime hustotu
pravdépodobnosti p(z) jasu obrazu g(x,y) vzniklého sou¢tem dle vztahu (6.15). Oznacme p, »(u,v)
sdruzenou hustotu pravdépodobnosti jasu v prvnim a druhém obraze. Predpokladame, ze vstupni
obrazy jsou nezavislé, a ze proto plati p; »(u,v) = pi(u)py(v). Podle vztahu (6.15) je hodnoty z jasu v
obraze g(x,y) dosazeno tehdy, jestlize pii jasu v v obraze £, je jas v obraze f| roven hodnoté u=z—v.
Odtud vychazi pro hledanou hustotu p(z) vztah

p(z) = ]i’pu (z - v,v)dv = ]opl (z - v)pz (v)dv = (z) * Do (z) . (6.19)

—o0 —o0

Vztah (6.19) ukazuje, ze hustota pravdépodobnosti jasu vysledného obrazu je rovna konvoluci hustot
pravdépodobnosti jasi obou obrazi vstupnich. Ziskany vysledek lze snadno rozsitit také na rozdil

obrazi dle vztahu (6.16). Postaci polozit /}2 (x, y) =—f (x, y) , ¢imZ prevedeme rozdil na soucet. Pro

hustotu pravdépodobnosti jasu obrazu fz mame p, (Z)z )2 (— z).

6.2.2 Vyuziti primérovani k redukei Sumu

V tomto odstavci podrobnéji popiSeme jednu z praktickych aplikaci s¢itani obrazi. Necht f{x.y) je
teoreticky obraz neménny v Case. Pfi snimani ziskavime ovSem obraz, ktery je poskozen Sumem.
Obraz proto snimame opakovan¢ M-krat. Pfi i-tém sejmuti obdrzime obraz f{x,y)ytn(x,y), kde n; je
Sum. Za aproximaci teoretického obrazu mtizeme intuitivné brat primér

1 (. y)%wﬁ[f (v, y)+m,(x. )] (6.20)

Ukazeme, ze pouziti priméru podle rovnice (6.20) objektivné vede ke zlepseni kvality sejmutého
obrazu. K hodnoceni kvality pouzijeme poméru signal-Sum, ktery je definovan vztahem

SNR(x,y)= % : (6.21)
n-\x,y

Pro hodnotu poméru signal-sum v obraze vzniklém primérovanim M obrazi odtud vychazi

f(x.)

Vyraz (6.22) dale upravime. Pfi tom vyuZzijeme nasledujicich piedpokladii: 1) n(x,y) je ndhodna pro-
ménnd, pro niz plati E{n,(x,y)}=0; 2) ndhodné proménné n(x,y), n(x,y) jsou nekorelované, a proto

SNR,(x,y)= (6.22)

55



plati E{n(xy) n(x)} = E{fn(ro) EAnxp)}: 3) Efn(xo)} = E{n2(x)} = E{n’(x,p)}. Postupné do-
stavame

SNRy;(x, )= Moy) g Sy JMSNR(x. y). (6.23)

HE(’} b (x.y)]

Vztah (6.23) ukazuje, 7e primérovanim z M obrazii se pomé&r signal-sum zvatsil VM-krat.

6.3 Geometrické transformace obrazu

Geometrické transformace meni tvar nebo rozméry obrazu. Obecné jsou popsany vztahem
g(x,») = flo(x. y)w(xp)]. (6.24)

Je ziejmé, Ze geometricka transformace je zcela zadana funkcemi @(x,y), W(x,y). Vztah (6.24) navic
podava i prakticky navod na to, jak transformaci provést. Predpokladejme, Ze obrazy f{x,y) i g(x.y)
jsou diskrétni. Na zakladé vztahu (6.24) lze postupné probirat vSechny body vystupniho obrazu g a
pro kazdy bod (x,y) ur¢it odpovidajici polohu [@(x,y), W(x,y)] ve vstupnim obraze f. Hodnota jasu
Ao(x,)), w(x,))] je pak vzata jako hodnota g(x,y). Zatimco x,y nabyvaji celoiselnych hodnot
(postupujeme po celociselnych soutadnicich pixelii vystupniho obrazu), jsou hodnoty ¢(x.y), W(x,))
obvykle realné, nikoli celociselné. Podle ptedpokladu je vSak i vstupni obraz f diskrétni, a proto i pro
ngj jsou hodnoty jasu znamy jen v bodech o celo¢iselnych soufadnicich. Pro ziskani hodnot v mezi-
lehlych bodech o necelociselnych soutadnicich lze vyuzit metod, které byly podrobné&ji popsany
v podkapitole 4.4. V praxi se nejcastéji pouziva bilinearni interpolace nebo interpolace vyssiho fadu.

Zabyvejme se nyni podrobnéji funkcemi ¢(x,y), W(x,y). Nejobecn€jSim pozadavkem je, aby dvojice
[o(x,y), W(x,y)] byla homeomorfismem (nesplnéni tohoto pozadavku by zplsobilo ,,roztrhani* obrazu).
Kromé toho byvaji obvykle pozadovany i jiné vlastnosti. Jsou-li funkce @(x,y), W(x,y) linearni, pak je
transformace (6.24) transformaci afinni. Afinni transformace je zadana Sesti hodnotami a(, @12, @31,
ay, by, by alze ji zapsat nasledujicim vztahem

[q’(x»)’)]:[au a12:||:x:|+|:b1:|. (6.25)
y(x.y)| lan an]y] b
Priklad 6.2. Uvazujme diskrétni obraz rozméru MXN bodid popsany obrazovou funkci f{m,n)
(obr.6.5). Provedeme rotaci obrazu kolem levého dolniho rohu o thel ¢ (0<0<n/2). Rozméry obrazu
vzniklého rotaci budou r(N—l)sin ¢ +
(M=1)cos ¢ + 11 x [ (N=1)cos ¢ + (M=1)
N—1 sin @ + 1] bodii. Pogatek (0,0) piedpo-
* Y kladame u obou obrazli v levém dolnim
rohu. Oznacne X,V soufadnice v pi-

vodnim a x.,y soufadnice v novém obraze.
Pro transformaci soufadnic z ptivodniho
do nového obrazu snadno ziskame pied-
0 ° M-1 pis

Obr. 6.5. Afinni transformace obrazu - rotace. x=XcosQ—ysin@+(N-Dsing,
y=Xsin@+ycosQ.

Odtud miime [‘P(’“y)]:m:[w“" i G vl

W(x,y) y —sin@® cosoQ |y sin” @

Prakticky provedeme transformaci tak, Ze probirame vSechny body vystupniho obrazu jeden po dru-
hém. Poloha bodu ve vystupnim obraze je specifikovana celo¢iselnou dvojici x,y. Jestlize plati
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[0SQ(x,)SM=1]&[0<y(x,))SN-1], uré¢ime hodnotu g(x,y) jako hodnotu f[@(x.y), W(x,»)], kterou vypo-
¢itame interpolaci. V opacném piipadé polozime napt. g(x,y)=0. .

Priklad 6.3. Geometrickou transformaci, ktera se v praxi uplatiiuje velmi ¢asto, je zme€na rozméru
obrazu. Opét uvazujme diskrétni obraz rozméru MXN bodi. Tento obraz ma byt transformovan tak,
aby rozmé&ry vystupniho obrazu byly PxQ. Snadno obdrzime vztah

P—1

Mt R :
N

Obecngjsi nez transformace afinni jsou transformace projektivni. Jak afinni tak projektivni transfor-
mace zachovavaji linearitu transformovanych utvarii (pfimky se transformuji opét na ptimky). Na
rozdil od afinnich transformaci vSak projektivni transformace nezachovavaji rovnobé&znost. Projektiv-
ni transformace se uplatiiuji zejména v pripadech, které n&jakym zplsobem souvisi se stfedovym
promitanim. Pfikladem praktické alohy je transformace, pfi niZ ma byt obraz deformovan tak, aby bu-
dil dojem, Ze je umistén na néjaké obecné umisténé roving v prostoru, kterou zobrazujeme stfedovym
promitanim.

Pti popisu projektivnich transformaci se zpravidla pouziva homogennich soufadnic. Homogenni sou-
fadnice reprezentuji bod v n-rozmérném afinnim prostoru jako smér v jistém ptidruzeném (n+1)-
rozmérném vektorovém prostoru. Uvazujme dvojrozmérny afinni prostor a zaved’me pridruzeny troj-
rozmérny vektorovy prostor a soufadnou soustavu v ném tak, jak je zndzornéno na obr.6.6. V afinnim
prostoru uvazujme bod, jehoz afinni souradnice jsou (x,y). Homogennimi soufadnicemi uvazovaného
bodu je trojice (wx,wy,w), kde w je libovolné realné cislo w#0. V homogennich soufadnicich je tedy
kazdy bod reprezentovan nekonec¢nym poc¢tem vektort v pridruzeném vektorovém prostoru, které jsou
ovsem vSechny navzajem kolinearni. Specialné mizeme také volit w=1. Dostaneme tak trojici (x,y,1).
Zvl1astni vyznam této volby je patrny z obr.6.6. Je-li naopak trojice (x,y,w) homogennimi soufadnicemi
n&jakého bodu, pak také trojice (x/w,y/w.1) je
homogennimi soufadnicemi téhoz bodu a
E2 dvojice (x/w,y/w) je jeho souradnicemi afin-
nimi. Projektivni transformace bodu o afin-
nich souradnicich (x,y) je popsana rovnici

(p(x,y) Pu P Pi|Xx
V(x.p) = Pn puly| (6.26)
o(x.y)| |p pn pull

Homogenni soutfadnice bodu po transformaci
jsou (@(x,y), W(x,y), o(x,y)), odkud pro afinni
souradnice plyne vztah (Q(x,y)/®(x,y), W(x,y)/
o(x.y)). Ze vztahu (6.26) vyplyva, ze ve dvoj-
rozmérném prostoru je projektivni transfor-
mace je popsana deviti hodnotami p;,p1s,..., p33. Uvedené hodnoty Ize ovSem nasobit libovolnou
nenulovou realnou konstantou, aniz by se vysledek transformace zménil (nasobenim se sice zméni
délka vektoru na levé stran¢ vztahu (6.26), ale bod, ktery je vektorem reprezentovan, je stale tentyz).

Obr.6.6. Zavedeni homogennich soutadnic.

Priklad 6.4. Uvazujme projektivni transformaci zadanou tak, Ze pro ¢tvetici bodl 21,22,23,24 ve
vstupnim obraze jsou predepsany jim odpovidajici body 4,,4,,45,4, v obraze vystupnim (na obr.
6.7 jsou jako body 21,22,23,24 zvoleny rohy obrazu). Naznacime postup odvozeni transformaéni

matice ze vztahu (6.26). Soufadnice bodu 4; v pivodnim obraze oznacime X;,¥,. Poloha korespon-
dujiciho bodu 4; ve vystupnim obraze je piedepsana soufadnicemi x;,y;. Dale zavedeme oznadeni p;=
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112122137 P2= (P21:022:023)", P3= (D31.032:033) ", X=(x:.y5 1)1, Na zékladé vztahu (6.26) nyni pro
kazdy ze zadanych bodd dostavame

~ o~ T
WX, P
~~ | _| T
Wi [=| P2 [Xi
~ T
~ @ ~ Wi P3
Ay Ay — =
/ RATRATE GE0 : Ze tieti rovnice v uvedeném vztahu mame
O= L : . . .
FEETTTTTUTG #, =p3ix,. Dosazenim do prvnich dvou
N rovnic po Gpravé dostaneme

Obr. 6.7. Projektivni transformace obrazu.

Vidime, ze kazdy ze zadanych bodu pfi-
spiva k nalezeni transformacni matice dvéma rovnicemi, coz dava celkem osm rovnic pro devét ne-
znamych. Protoze vime, Ze transformacni matici je moZzné nasobit libovolnym redlnym ¢islem, aniz by
se vysledek transformace zménil, zvolime k zajiSténi jednoznacénosti feSeni doplitujici podminku. Nej-
snaze se prakticky realizuje postup, kdy néktery z prvki transformaéni matice polozime roven predem
zvolené hodnoté (prosime ¢tenare, aby promyslel uskali tohoto fesent). .

Nelinearni geometrickou transformaci obrazu rozumime transformaci, kde @(x,y), W(x,y) jsou neline-
arni funkce. Necasté&ji se jedna o polynomy. Mzeme je volit napt. ve tvaru

(p(x,y)=x+Ax(x,y), y(x,y)=y+Aay(x.y). (6.27)
m m—r m m-—r

kde Z Zarsx e, x y ZZ (6.28)
r=0s=0 r=0s=0

nebo také ZZamx v, A(x,y)= ZZb XV (6.29)
r=0s=0 r=0s=0

Ze vztahu (6.27) je ziejmé, ze funkce Ax(x.y), Ay(x,y) popisuji ,.pfemisténi” bodu, ke kterému béhem
transformace dojde. Zavedeni funkci Ax(x.y), Ay(x,y) je nazorné a také vyhodné pro praktickou im-
plementaci. Polynomy, které se pro transformaci pouzivaji, v praxi zpravidla nebyvaji ptilis vysokého
stupné (obvykle druhého nebo tietiho). Neznamé hodnoty koeficientl 4,4, b,; je mozné stanovit tak, ze
pro jisty pocet bodi (x,,y;) pfedepiSeme hodnoty @(x;y;), W(x;y;). To dava dvé soustavy rovnic

m m-—r m m—-r

(v ) =%+ 3D axl vl W)=+ Y, D bex! v (6.30)

r=0s5=0 r=0s=0

z nichz lze hodnoty a,,, b, stanovit (v pfipadé polynomu (6.29) lze postupovat analogicky). Predpisy
(6.28), (6.29) obsahuji (m+2)(m+1) resp. 2(m+1)? neznamych koeficientd. Kazda dvojice [(x;)),
(0(x1,y1), W(xy;))] dava vzniknout dvéma rovnicim. Je proto zapotiebi nejméné (m+2)(m+1)/2 resp.
(m+1)? takovych dvojic. Je-li poget dvojic
praveé roven uvedené hodnoté, obdrzime sou-
stavu linearnich rovnic, kterou lze fesit elimi-
naci. Je-li po€et zadanych dvojic vétsi, obdr-
Zime soustavu, ktera je predeterminovana (a
dost mozna také nekonzistentni). O reSeni

- , predeterminovanych soustav pojednava do-
P datek B.

........

Je ziejmé, ze ¢im je pozadovana geometricka
Obr. 6.8. Nelinearni geometricka transformace. transformace komplikovangjsi, tim vyssi stu-
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peni polynomil je nutné v rovnicich (6.28),
(6.29) zvolit. Jestlize by stupeit polynomi
presahl rozumnou mez (feknéme napfi. 3
- az 5), pak je lepsi pouzit postupu, kdy
) vstupni i vystupni obraz rozdélime na ob-
lasti a transformacni polynomy stanovime
zvlast pro kazdou dil¢i oblast. Stupeii
polynomii miize byt v tomto ptipadé niz-
ky, protoze s ohledem na slozitost trans-
formace miizeme volit jemnost déleni.
Nejcasteji se proto v tomto piipadé pouzi-
vaji polynomy bilinearni. Transformaci vyuzivajici déleni na podoblasti lze zadat tak, Ze vystupni
obraz pokryjeme ctyfuhelnikovou siti a ve vstupnim obraze definujeme odpovidajici sit’ transformo-
vanou (obr.6.9). Sit’ zadavame polohou uzlovych kontrolnich bodid ve vstupnim i vystupnim obraze.
Nejsnaze se implementuje piipad, kdy je sit’ ve vystupnim obraze obdélnikova. Pti praktické realizaci
transformace se opét probiraji vS§echny body vystupniho obrazu. Podle toho, do které oblasti vystup-
niho obrazu bod padl, se pouzije odpovidajici transformacni vztah. Pro itou oblast ma vztah tvar

o) W]

Obr. 6.9. Geometricka transformace
s rozdélenim obrazu na oblasti.

0;(x, )= x+(ax +hy+cxy+d,), (6.31)
v(x.y)=y+(ex+ fiy+gxy+h). (6.32)

Neznamé hodnoty a.,b;,c;.de;.fig:h; uréime pro kazdou oblast z podminky, aby se vrcholy oblasti
(uzlové kontrolni body) transformovaly tak, jak bylo piredepsano. Pro kazdou oblast mame ctyfi vr-
choly po dvou souradnicich, coz dava celkem osm rovnic potiebnych pro uréeni hledanych hodnot.

Pro nelinearni geometrické operace byva nékdy pouzivano terminu warping (borceni, kroucenf). V
televizni tvorbé se v posledni dobé stala popularni také technika nazyvana morphing, ktera provadi
plynulou zménu jednoho objektu v jiny. Predpokladejme, ze je zadan pocateéni a cilovy obraz
(ozna¢me je fi(x,y), fi(x,»)). Ukolem je
pocatecni mezilehlé cilovy vytvorit sekvenci fi(x,y) obrazii zachycujici
obraz obrazy obraz postupnou zménu obrazu pocateniho v
cilovy. Jistou moznosti feSeni zadancho
ukolu by bylo pouzit prolinani obrazi
/ podle jednoduchého piedpisu

/ fi(x, y)= (1 - X)fs(x,y)+ My (x, y) (6.33)

/

/ pti hodnoté¢ A postupné se zvySujici od 0

do 1. Vysledky samotného prolinani vSak

zpravidla nejsou presveédcivé. Lepsiho

dojmu lze dosdhnout kombinaci prolinani

Obr. 6.10. Pt eména étve'rce na kruznici s nelinearni geometrickou transformaci. K

pomoci morphingu. definovani transformace lze pouzit sité

kontrolnich bodt, kterou pokryjeme po-

¢atecni i cilovy obraz. Polohu kontrolnich bodu ptedepiSeme tak, aby bylo dosazeno pozadované de-

formace obrazu (obr.6.10). Siti je nutné pokryt i obrazy mezilehlé, v nichz lze vsak sit” generovat au-
tomaticky pomoci interpolace. Ke generovani i-t¢ho mezilehlého obrazu pouzijeme vztahu

fi(xa y) = (1 - k)]ps[q)i,s(x’ y), Wi,s(x’ y)] + kfd [(pi,d (x’ y), Wi,d (xa y)] s (634)

kde @; s, V;s,@;d-Wia jsou po Castech bilinearni funkce transformujici souradnice z i-tého mezilehlého
obrazu do obrazu pocéate¢niho resp. cilového. Uvedené funkce jsou uréeny zadanou siti.
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7 Komprese obrazu

Pro obrazy reprezentované matici hodnot je charakteristickd vysoka spotieba paméti. Spotieba paméti
limituje moznosti archivace obrazii i moznosti jejich transportu v po¢itatovych sitich. Je samoziejmé
mozné obrazy komprimovat béznymi metodami bezeztratové komprese. Kompresni poméry, kterych
by tak bylo mozné dosahnout (napt. 2:1 az 4:1), jsou ale obvykle niz§i, nez by bylo zadouci. Velka
pozornost byla proto v poslednim desetileti vénovana vyvoji kompresnich metod zalozenych na pied-
pokladu, ze v mnoha aplikacich ptilis nevadi, dojde-li béhem komprese k malé zméné obrazu. Tento
postup je oznaovan za kompresi se ztratou informace. Vyhodou komprese se ztratou informace jsou
vys$$i dosahované kompresni poméry, které se v zavislosti na pozadované kvalité obrazu pohybuji
v rozmezi priblizn€ 7:1 az 30:1. Protoze metody bezeztratové komprese jsou vseobecné znamy, zame-
fime se v této kapitole pouze na kompresi ztratovou. PopiSeme princip komprese JPEG, MPEG a
komprese fraktalni.

7.1 Redukce objemu barvonosné informace

Reprezentace barev v prostoru RGB neni z hlediska komprese obrazli a videosekvenci pfili§ vyhodna.
Je dobie znamo, Ze lidské oko je citlivéj$i na zmény jasu nez na zmény barvy. Nabizi se myslenka
vyuzit této nedokonalosti lidského zraku i pii kompresi obrazli. K redukci barvonosné informace se
barva reprezentuje necastéji v nékterém z prostora YC,C,, YUV, YIQ. Slozka Y je jas, zbyvajici dvé
slozky jsou barvonosné. Pievodni vztahy mezi uvedenymi prostory a prostorem RGB jsou nasledujici:

Y =0299R+0587G+0114B, C,=B-Y, C,=R-Y, (7.1)
U=0565C,, V=0713C,, (7.2)

y] [0299 0587 0114 TR] [Y] [0299 0587 0114 R
Ul=|-0169 —0331 0500 |G|, |7]|=]0596 —0275 -0321|G]|. (7.3)

V 0500 -0419 -0081| B Q 0212 -0528 0311 || B

Aby se dosahlo redukce objemu barvonosné informace, byvaji slozky C;,U,L, C,.V,Q vzorkovany
s niz§i frekvenci nez slozka Y. Nejcastéji se pouziva formati oznaCovanych kdédy 4:2:0 nebo 4:2:2.
Format 4:2:0 pouziva pro barvonosnou informaci polovi¢niho poctu vzorkil na fadku a polovi¢niho
po¢tu tadki. Ctvetice 2x2 pixeld obrazu je proto reprezentovana &tyfmi hodnotami ¥, jednou hodno-
tou Cy(U,1) a jednou hodnotou C(V,Q). Format 4:2:2 pouziva polovicniho poctu vzorkli na fadku a
plného poétu fadki. Ctvefice 2x2 pixeli obrazu je proto reprezentovana étyfmi hodnotami ¥, dvéma
hodnotami Cp(U./) a dvéma hodnotami C.(V,0). Dodejme, ze 4:4:4 je format, ktery pouziva plného
poctu vzorkd i pro slozky barvonosné. U JPEG komprese je redukce objemu barvonosné informace
nepovinna, ale obvykla. U MPEG-1 komprese se redukce provadi vzdy. Pouziva se barevného prosto-
ru YCpC, a formatu 4:2:0. Komprese MPEG-2 podporuje i format 4:2:2. Pro uplnost poznamenejme,
ze myslenka redukce objemu barvonosné informace neni nova. Byla vyuzita i pfi navrhu dnes bézné
pouzivanych televiznich soustav. Televizni soustava PAL pouziva prostoru YUV. Slozka Y je prenase-
na v pasmu Sirokém 5 MHz, zatimco slozky U,V v pasmech Sirokych pouze 1.3 MHz. Americka tele-
vizni soustava NTSC pouziva prostoru YIQ. Jednotlivé slozky jsou vtomto piipadé prenaseny
v pasmech Sirokych 4, 1.5, 0.6 MHz.

7.2 Komprese JPEG

JPEG je zkratkou pro Joint Photographic Expert Group. Vysledek prace této skupiny byl v roce 1992
ptijat jako standard pro kompresi nepohyblivych obrazi. Principy JPEG komprese popiseme v této
podkapitole podrobnéji. Protoze se jedna o rozsahly standard, ktery na mnoha mistech umoziuje vol-
bu z vice variant, zamé&fime se z pochopitelnych divodil v tomto textu vzdy pouze na variantu nejty-

vvvvvv

vali. Pro vyCerpavajici informaci odkazujeme eventualni zajemce na normu samotnou (CCITT 92).
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Komprese JPEG je obvykle provadéna v nasledujicich krocich: Obraz se prevede do prostoru umoz-
fujiciho redukei objemu barvonosné informace (napt. do prostoru Y/Q)). Provede se snizeni poctu
vzorki v barvonosnych rovinach (napft. formatem 4:2:0). Rovina Y i roviny barvonosné se rozdéli na
bloky 8x8 bodul. Dalsi zpracovani probiha po tzv. makroblocich. Makroblok se sklada ze ¢ty blokt
v roving Y, kde tyto ¢tyfi bloky vytvareji oblast 16x16 pixeli, a dale z blokil obsahujicich barvonosné
slozky pro tutéz oblast. Pti kodovani 4:2:0 je pro kazdou slozku zapotiebi po jednom bloku, pti kodo-
vani 4:2:2 jsou to pro kazdou slozku dva bloky. V dalsim vykladu se omezime na kédovani 4:2:0, kdy
pro jeden makroblok mame celkem Sest bloki, které jsou na obr.7.1 oznaceny jako bloky Yy, 15, Y3,
Yy, I, Q. Zpracovani jednotlivych blokd v makrobloku probiha v tom pofadi, jak byly pravé uvedeny,
tj. v pofadi Yy, V>, Y3, Y4, I, Q. Predpokladejme, Ze hodnoty v bloku jsou popsany celymi &isly (0,1,...,
2P—1). Pro kazdy blok se provede nasledujici: Provede se posunuti hodnot tak, aby byly z intervalu (-
2p-1 . 2P-1-1). Dale se provede diskrétni kosinova transformace bloku. Dopifedna kosinova trans-
formace je definovana predpisem

77
| B FD)=2c(0)e()) S #(m.n)cos AP LRV
| G 4 oS! 16 16
R

kde, c(k),c(l)= {” V2, k=

L Jmak
Pro dekddovani je zapotiebi i predpis pro zp€tnou kosinovou trans-

l formaci

77
GGB na YIQ (volitelné)> = % 2 2 k l cos (2m1+61)k1t cos (2n 1+61 )ITE (7.5)

;

Je samoziejmé, ze pii praktické implementaci enkodéru i dekodéru
y I je zadouci pouzit pro vypodet kosinové transformace nékterého
° z rychlych algoritmi, kterych bylo vyvinuto nepfeberné mnozstvi.
o1y V zavislosti na tom, jak pfesné jsou reprezentovany kosinové ¢leny
- ©  a desetinné &asti mezivysledki, se jednotlivé algoritmy mohou dosti
° lisit svoji ptesnosti. Norma JPEG konkrétni algoritmus neptedepi-
Yy, Y, V3, Y, 1O suje, ale predepisuje piesnost, které musi byt pfi transformaci dosa-
Zeno.

Blok 8x8
Po provedeni kosinové transformace se pro kazdy zpracovavany
Kosinova transformace> blok provede kvantovani podle piedpisu

[f; FO(k,1)= Round[ggzgjl, (7.6)

Kvantizace > kde O(k./) jsou prvky kvantizaéni tabulky. Rozmér kvantiza¢ni ta-
bulky je 8x8. Kvantizace se opira o pozorovani, ze nékteré frekven-
ce v obraze (zpravidla vysoké) lze reprezentovat dosti hrubé ({j. na

7\

)

malém poctu bitll), aniz by se obraz pozorovateln¢ poskodil. Pro
Cik-cak priichod, RLC} mnoho hodnot k,/ &asto dokonce vychazi FQ(k,/)=0. Konkrétni
kvantiza¢ni tabulku norma JPEG neptedepisuje. Teoreticky mize

[ntermed. o sy,
Sekvence:i:| byt s ohledem na charakter obrazu stanovena specialni kvantizacni
tabulka. Kvantiza¢ni tabulka se stdva soucasti komprimovaného

< Huffmaniiv kéd >

n

obrazu. Pro informaci v$ak norma uvadi tabulky, které byly experi-

Vystupni mentalné stanoveny v ramci doporu¢eni CCIR-601 a které jsou nyni
i v mnoha piipadech pouzivany. Obr. 7.3¢ ukazuje kvantiza¢ni tabul-

ku urenou pro slozku Y (prvek Q(0,0) v levém hornim rohu je dé-
Obr. 7.1. Schéma komprese litel pro stejnosmérnou slozku, prvek O(7,7) je délitel pro nejvyssi
JPEG. frekvenc¢ni slozku). Pro barvonosné slozky se pouziva tabulky uve-

proud
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dené v tab. 7.1. Mnoho enkodérii umoziuje zadat pozadovanou
kvalitu obrazu. Ve vét§iné implementaci je problém jednoduse
vyresen tak, Ze se kvantizacni tabulka nasobi n&jakou hodnotou.
Pti dekodovani obrazu se provadi dekvantizace podle piedpisu

F(k,1)= FO(k,1)O(k.1). (7.7)

Po provedeni kvantizace pokraCuje zpracovani kazdého bloku
ptrevodem vysledku kvantizace do intermedialni sekvence. Stej-
nosmerna a stéidavé slozky se koduji odlisn€. PopiSeme nejprve
e kodovani slozek stiidavych. Pole FY(k,I) se prochazi postupné
tak, jak je naznaceno na obr. 7.2. Nalezeni nenulové hodnoty
Obr.7.2. Postup pti kodovani vede k vytvoreni nové polozky v intermedialni sekvenci. Polozka
frekven¢niho spektra bloku. ma tvar dvojice Symbol-1, Symbol-2. Symbol-1 obsahuje dva
tdaje (RUNLENGTH, SIZE), Symbol-2 obsahuje pouze jediny
udaj (AMPLITUDE). Vyznam 0daji je nasledujici: Hodnota AMPLITUDE je nalezena nenulova
hodnota FY(k,/). Jedna se o celo¢iselnou hodnotu se znaménkem. Hodnota RUNLENGTH je pocet
nulovych hodnot, které nalezenou nenulovou hodnotu FY(k,/) piedchazely. SIZE udava pocet biti,
které jsou zapotiebi k reprezentaci hodnoty AMPLITUDE.

Piedpokladejme, ze plati —2°<f(m,n)<2"—1. Analyzou ¢innosti kosinové transformace lze ukazat, ze
pro hodnoty F(k,l) plati —273<F(k,)<2”3—1. Odtud napt. plyne, Ze pro osmibitovou reprezentaci
vstupniho obrazu (P=7) plati 1<SIZE<10 (vzhledem ke kvantovani je hodnota SIZE zpravidla jesté
mensi). Hodnota RUNLENGTH je maximalné 15. ProtoZe pocet po sobé jdoucich nul mtze byt vétsi,
je zavedena specialni hodnota Symbol-1 = (15,0), ktera tika, Ze po prichodu patnacti nulovymi hod-
notami nebyla zatim nenulova hodnota F9(k,/) nalezena. Hodnota Symbol-1 = (0,0) fika, ze pfedchozi
nenulova hodnota zapsana do intermedialni sekvence byla posledni a ze zadné dalsi nenulové hodnoty
jiz nasledovat nebudou. Jedna se tedy o priznak konce bloku. Stejnosmérna slozka je kédovana poné-
kud odlisné. V tomto piipadé je Symbol-1 = (SIZE), Symbol-2 = (AMPLITUDE). Hodnota
AMPLIDUDE je hodnotou F9(0,0), ktera je vSak vztaZena relativné k hodnoté F9(0,0) piedchoziho
zpracovavaného bloku. Hodnota SIZE opét udava pocet biti, které jsou zapotiebi k reprezentaci hod-
noty AMPLITUDE. Pro osmibitovou reprezentaci vstupniho obrazu vychazi SIZE<11.

Posledni fazi komprese je zakdédovani intermedialni sekvence. Hodnoty Symbol-1 jsou zakodovany
Huffmanovym kodovanim. Pfipomenime, Ze v Huffmanové kodovani jsou Casto pouzivanym symbo-
lim pfifazeny kratké kody a symbollim pouzivanym méné casto kody del§i. Nalezeni optimalniho
kédu zavisi na povaze komprimovanych obrazii, a proto norma JPEG tabulku kédl pevné neptedepi-
suje. Mnoho enkodérti vSak pracuje s kody uvedenymi v informativni nezavazné ptiloze normy. Ko-
dovaci tabulka se stava soucasti komprimovaného obrazu. Symbol-2 je ¢islo zakédované na promeén-
ném poctu bith. V tomto ptipadé je zpisob kodovani normou pevné stanoven. Napi. Cisla —1.1 se ko-
duji na jednom bitu takto (—1)—0, (1)—1. Cisla —=3,-2.2,3 se kéduji na dvou bitech: (=3)—00, (-
2)—01, (2)—>10, (3)—11 atd.

Ilustrujme postup provadéni komprese JPEG na prikladé. Pro jednoduchost uvazujeme pouze jediny
blok roviny Y. Obr.7.3a ukazuje hodnoty jasu ve zpracovavaném bloku (funkce f{(m,n)). Obr.7.3b je
vysledkem kosinové transformace (funkce F(k,7)). Obr. 7.3¢ je kvantiza¢ni matice QJ(k,/). Obr.7.3d
ukazuje spektrum po provedeni kvantovani (funkce FY(k,/)). Intermedialni sekvence ma tvar
(ptedpokladame, ze v predchozim bloku byla stejnosmérna slozka 12): (2)(3), (1.2)(-2), (0,1)(-1),
(0,1)(—1), (0.1)(-1), (2.1)(-1), (0.0). Kédovani hodnot Symbol-1 provedeme podle ptilohy normy
JPEG. V pfiloze nalezneme: (2)—011, (0,0)—1010, (0,1)—00, (1,2)—>11011, (2,1)—11100. Zptisob
kédovani potrebnych hodnot Symbol-2 jsme uvedli jiz diive. Vysledny kod pro uvazovany blok je
tedy: 011 11 11011 01 00 0 00 0 000 11100 O 1010. Nyni miZzeme vyhodnotit efektivnost
komprese. Informaci o hodnotach 64 vzorkl se podatilo zkomprimovat do 31 bit. Po komprimaci je
tedy zapotiebi mén¢ nez 0.5 bitli na vzorek. Rekonstruovany obraz je na obr.7.3f.
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139 | 144 | 149 | 153 | 155 | 155 | 155 | 155 235.6| -1.0 |-12.1] =52 2.1 | -1.7]-27| 13
144 1 151 | 153 | 156 | 159 | 156 | 156 | 156 -22.6(-17.5]1-62|-32(-29|-0.1] 04 | -1.2
150 | 155 ] 160 | 163 | 158 | 156 | 156 | 156 -10.9( -93|-16] 1.5 02| -09]-0.6|-0.1
159 | 161 | 162 | 160 | 160 | 159 | 159 | 159 71(-19102]115(09(-01]00] 03
159 | 160 | 161 | 162 | 162 | 155 | 155 | 155 -06(-08|15]16(-01(-07] 06| 13
161 | 161 | 161 | 161 | 160 | 157 | 157 | 157 1.8(-02]16]-03(-08| 15| 1.0 ]-1.0
162 | 162 | 161 | 163 | 162 | 157 | 157 | 157 -13(-04)1-03]-15(-05( 1.7 ] 1.1 | -0.8
162 | 162 | 161 | 161 | 163 | 158 | 158 | 158 26(1.6)-38]-18(19 | 1.2]-06]-04
a) Blok obsahujici vzorky jast. b) Vysledek kosinové transformace.
16 | 11 10 | 16 | 24 | 40 | 51 | 61 15 0 -1 0 0 0 0 0
121 12| 14 [ 19 | 26 | 58 | 60 | 55 -2 -1 0 0 0 0 0 0
14 1 13 | 16 | 24 | 40 | 57 | 69 | 56 -1 -1 0 0 0 0 0 0
141 17 1 22 (29| 51| 8 | 80 | 62 0 0 0 0 0 0 0 0
18 | 22 | 37 | 56 | 68 | 109 | 103 | 77 0 0 0 0 0 0 0 0
24 | 35 | 55 | 64 | 81 [ 104 | 113 | 92 0 0 0 0 0 0 0 0
49 | 64 | 78 | 87 | 103 | 121 | 120 | 101 0 0 0 0 0 0 0 0
721 92 | 95 | 98 | 112 | 100 | 103 | 99 0 0 0 0 0 0 0 0
¢) Kvantiza¢ni matice pro slozku Y. d) Spektrum po kvantizaci.
2401 0 | -10 | O 0 0 0 0 144 [ 146 | 149 | 152 | 154 | 156 | 156 | 156
24 (-12] 0 0 0 0 0 0 148 [ 150 | 152 | 154 | 156 | 156 | 156 | 156
-14(-13] 0 0 0 0 0 0 155 156 | 157 | 158 | 158 | 157 | 156 | 155
0 0 0 0 0 0 0 0 160 [ 161 | 161 | 162 | 161 | 159 | 157 | 155
0 0 0 0 0 0 0 0 163 [ 163 | 164 | 163 | 162 | 160 | 158 | 156
0 0 0 0 0 0 0 0 163 [ 164 | 164 | 164 | 162 | 160 | 158 | 157
0 0 0 0 0 0 0 0 160 [ 161 | 162 | 162 | 162 | 161 | 159 | 158
0 0 0 0 0 0 0 0 158 [ 159 | 161 | 161 | 162 | 161 | 159 | 158

¢) Spektrum po dekvantizaci.

f) Rekonstruovany obraz.

Intermedialni sekvence: (2)(3), (1,2)(=2), (0,1)( —1), (0,1)( 1), (0,1)( -1), (2,1)( 1), (0,0)
(ptedpokladame, ze v ptedchozim bloku byla stejnosmérna slozka 12).
Kédovani hodnot Symbol-1: (2)—011, (0,0)—1010, (0,1)—00, (1,2)—11011, (2,1)—11100.
Koédovani hodnot Symbol-2: (-1)—0, (1)—1, (-3)—00, (-2)—01, (2)—10, 3)—>11.
Vysledny kod: 011 11 11011 01 00 0 00 0 000 11100 0 1010.

Obr.7.3. Priklad postupu komprese JPEG.

17 | 18 | 24 | 47 | 99 | 99 | 99 | 99
18 [ 21 | 26 | 66 | 99 | 99 | 99 | 99
24 1 26 | 56 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99
47 | 66 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99
99 [ 991 99 | 99 [ 99 | 99 | 99 | 99
99 [ 991 99 | 99 [ 99 | 99 | 99 | 99
99 [ 991 99 | 99 [ 99 | 99 | 99 | 99
99 [ 991 99 | 99 [ 99 | 99 | 99 | 99

Tab.7.1. Kvantizacni matice pro barevné
slozky.
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Obr. 7.4. Alternativni postup pfi
kédovani bloku v MPEG-2.




7.3 Komprese MPEG

MPEG je zkratkou pro Moving Picture Expert Group. Cilem prace této skupiny bylo standardizovat
metody komprese videosignalu. Standard MPEG-1 byl dokonéen v roce 1991 a jako norma pfijat
vroce 1992. Byl navrzen zejména pro praci sobrazy o rozméru 352x288 pixeld, 25 ramcil/s
(odvozeno od televizni normy PAL) nebo 352x240, 30 ramcl/s (odvozeno od normy NTSC) pti dato-

Tab.7.2. MPEG-2: profily a urovné.

vém toku priblizn€¢ 1.5Mbit/s. Uvedené
hodnoty rozméri a datového toku nebyly

Profil . . ) sice maximalni mozné, ale ve standardu
Urovei Simple Main High MPEG-1 byly povaZovany za optimalni.
4:2:0 Standard MPEG-2 byl dokonéen v roce

352%288 1994. Tento standard je koncipovan mno-

Low 4 Mb/s hem velkoryseji a snazi se byt standardem
LP.B co nejuniverzaln€jsim. Zavadi nékolik tzv.

420 420 4:2:0, 4:2:2 profilii a darovni. Profil oznaluje jistou pod-

) 720576 | 720x576 720%576 mnozinu z nejSirsi mozné syntaxe. Uroveii
Main 15 Mb/s 15 Mb/s 20 Mb/s definuje parametry v ramci jednoho profilu.
IL,P L,P.B 1,P.B Ptiklady jsou uvedeny v tabulce 7.2 (oproti

420 420,422 originalni tabulce uvedené v normé¢ MPEG

. 1920%1152 1920;(1 152 je tabulka ponékud zjednodusena). Standar-
High 80 Mb/s 100 Mb/s dy MPEG-1, MPEG-2 jsou si pfistupem
LP,B LP.B k feSeni komprese navzajem velmi podobné.

Rozdily mezi nimi jsou mnohdy pod rozli-
Sovaci arovni tohoto textu. Od metod pou-

zitych ve standardech MPEG-1,2 se dosti
odlisuji metody navrhované standardem MPEG-4, ktery je ur¢en pro extrémné nizké datové toky
(méné nez 64kb/s). Standardem MPEG-4 se v tomto textu podrobngji zabyvat nebudeme. Pro Gplnost
poznamengjme, Ze prace na standardu oznaCovaném jako MPEG-3 byly zastaveny. Tento standard
mel plivodné slouzit pro HDTV, ale v pribéhu ¢asu se ukazalo, ze potieby staci pokryt standard
MPEG-2.

Standard MPEG pouziva tii typt ramcti LP,B. Ramce typu I jsou kdédovany kazdy zvlast, bez vazby
na ramce predchazejici ¢i nasledujici. Princip kodovani ramei 1 je shodny jako u standardu JPEG, i
kdyz v detailech existuji nékteré odlisnosti. Jina je napi. vzorova kvantovaci tabulka (tab. 7.3), poné-
kud jina je struktura a zptisob kodovani intermedialni sekvence (tab. 7.5). Dale lze napf. pti kodovani
podle normy MPEG-2 kromé cik-cak postupu dle obr. 7.2 zvolit jesté postup dle obr. 7.4. Méritko
kvantiza¢ni matice miize byt jiné pro kazdy makroblok. Zménou métitka lze fidit tok dat. Mnoho apli-
kaci totiz vyzaduje, aby byl tok dat priblizné konstantni. Aby nedoslo k prete¢eni nebo naopak k vy-
prazdnéni bufferl, lze tok meénit bud’ zménou méfitka kvantizaéni matice nebo dokonce zaménou
kvantiza¢ni matice. Pfesny pfedpis pro feSeni uvedené situace vSak norma neptedepisuje. Konkrétni
feSeni je ponechano na tvilirci enkodéru.

8 16 | 19 | 22 | 26 | 27 | 29 | 34 8 4 2 1 0 0 0 0
16 | 16 | 22 | 24 | 27 | 29 | 34 | 37 4 2 1 0 0 0 0 0
19 1 221 26 | 27 | 29 | 34 | 34 | 38 2 1 0 0 0 0 0 0
22 | 22 | 26 | 27 | 29 | 34 | 37 | 40 1 0 0 0 0 0 0 0
22 | 26 | 27 | 29 | 32 | 35| 40 | 48 0 0 0 0 0 0 0 0
26 | 27 | 29 | 32 | 35| 40 | 48 | 58 0 1 0 0 0 0 0 0
26 | 27 | 29 | 34 | 38 | 46 | 56 | 69 0 0 0 0 0 0 0 0
27 | 29 | 35| 38 | 46 | 56 | 69 | 83 0 0 0 0 0 0 0 0

Tab.7.3. Vzorova kvantovaci tabulka pro
slozku ¥ a ramce I v MPEG.

Tab.7.4. Priklad bloku po DCT a kvantizaci.
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Obr.7.5. Sekvence IBBPBBPBB...
v proudu MPEG ramcti.

Kromé prostorové koherence (coz je stejné jako u nor-
my JPEG) vyuziva norma MPEG i koherence Casové.
Jinak feceno: K dosazeni vysSich stupiiti komprese se
pfedpoklada, ze po sobé jdouci ramce jsou s nejvetsi
pravdépodobnosti dosti podobné. Pocita se ovSem
s tim, Ze se jednotlivé Casti obrazu mohly piemistit a
pozménit. Vyuziti ¢asové koherence je dosazeno vloze-
nim ramc? typu P a B.

Na rozdil od ramct typu I nejsou ramce typu P a B
kédovany nezavisle, nybrz vzhledem k jednomu resp.
dvéma jinym referenc¢nim ramctim. Pfi koédovani se
vyuziva podobnosti ramce s ramci referenénimi. Ramce
P (predicted) jsou kodovany vzhledem k jedinému
predchéazejicimu rameci, kterym mohl byt ramec typu I
nebo P. Ramce typu B (interpolated bi-directionally)
jsou kdédovany vzhledem k nejbliz§imu predchozimu a
nejbliz§imu budoucimu ramci typu I nebo P. Velmi
casto je napf. pouzivano fazeni ramct podle schématu
IBBPBBPBBI... (obr. 7.5). Pouziti ramcti B je sice
nepovinné, ale z hlediska dosahovanych kompresnich
pomeri vyhodné. Typické hodnoty kompresnich pomé-
ri dosahované v ramcich typu LP,B se totiz pohybuji
okolo hodnot 7:1, 20:1, 50:1. Komplikaci vyplyvajici z
pouziti ramcti B je nutnost uchovavat v paméti dva
kotevni obrazy. Dale je nevyhnutelné jisté casové
zpozdéni, protoze nejprve musi byt k dispozici obraz
novéjsi a teprve potom miize byt kddovan obraz starsi.

Také kdédovani rameil typu P a B probiha po makroblo-
cich. Pro kazdy makroblok v cilovém (tj. prave kodo-

vaném) ramci jsou stanoveny vektory pohybu vzhledem k ramctm referencnim. Ke kazdému makro-
bloku v ramci P je tedy stanoven jeden vektor pohybu. Pro makroblok v ramci B jsou vektory pohybu
dva. Vektor pohybu je definovan takto: Jestlize o uvedeny vektor posuneme kddovany makroblok a
porovname s odpovidajici ¢asti referenéniho obrazu, pak je dosazeno dobré shody. Vektory posunuti
se stavaji soucasti komprimované sekvence. Po nalezeni vektoru posunuti jsou kédovany diference.
Uvazujme nejprve ramce typu P. Necht' 7" oznacuje makroblok v cilovém ramci a R odpovidajici ob-
last v ramci referenénim. Diferenci se rozumi rozdil 7—R. Jedna se o obraz obsahujici ¢tyfi bloky ro-
viny Y a po jednom bloku od kazdé roviny barevné. Diference se kdduje stejnym postupem, jako jsou
kédovany makrobloky v rameich typu 1. Protoze Ize ocekavat, ze diference 7-R bude mala, vyjde po

kosinové transformaci a kvantizaci
v kazdém bloku vétSina clenti nulovych.

Bloky tak ke svému zakodovani vyzaduji
pouze kratké sekvence. Jako priklad kvan-
tizaéni matice pro kodovani diferenci uva-
di norma MPEG matici, jejiz vSechny prv-

Ref. ramec 1 Cilovy ramec Ref. ramec 2
Vektory pohybu: / -
Diference: ]

_ 11T
-1 -

Obr.7.6. Kédovani ramcti typu B.

ky jsou rovny hodnoté 16. Kodovani dife-
renci v ramcich typu B se provadi obdob-
né. Necht' T je opét makroblok v cilovém
ramci a Ry, R, necht jsou odpovidajici
oblasti v rdmcich referen¢nich. V ramcich
typu B se koduje diference 7-0.5(R+R5).
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Postup pti stanoveni pohybového vektoru norma MPEG nepfedepisuje. Pii implementaci enkodéru se
toru se vyuziva pouze jasové slozky Y, barevné informace se nevyuziva. Necht’ i,j jsou souradnice
levého dolniho rohu kédovaného makrobloku v cilovém ramci a N necht’ je velikost makrobloku
(N=16). Pohybovy vektor se stanovi tak, ze se v referenénim ramci nalezne oblast velikosti Ax¥, ktera
se s makroblokem dobie shoduje. Predpokladejme, Zze soufadnice levého dolniho rohu kandidujici
oblasti jsou i+k, j+/ a ze Y1(r,s), Yr(r,s) oznacuji jasovou slozku cilového resp. referenéniho ramce.
Miru shody mezi makroblokem a kandidujici oblasti lze métit pomoci vztahu

N=IN-1
s(k,l):L2 S N [Bi+m, j+n) Yo (i+k+mj+1+n)] . (7.8)

N m=0n=0
Prakticky se hodnoty £,/ uvazuji z intervalu ptiblizné —7<k,/<7 a7z —31<k,/<31. Nizka hodnota &(4./)
signalizuje dobrou shodu; vektor (£,) je pak v takovém ptipadé pohybovym vektorem. Predpokladej-
fovanim viech moznych dvojic (£,/) by vedlo k neinosné vysoké Casové slozitosti, protoze vztah (7.8)
by bylo nutné vyhodnocovat (20+1)2-krat. Systematického prohledavani se proto prakticky nepouzi-

va.

Jednim z postupli vykazujicich pfijatelnou casovou slozitost je vyhledavani logaritmické. Obr. 7.7
znazoriuje jednu z jeho moznych variant. V prvnim kroku algoritmus testuje devét dvojic (/).
V kazdém dalSim kroku se testuje vzdy po osmi dvojicich. Na obr. 7.7 jsou dvojice znazornény krouz-
ky. Vepsané ¢islo udava poradové cCislo kroku, v némz je dvojice testovana. Vzdalenost mezi body
testovanymi v jistém kroku je vzdy polovi¢ni ve srovnani se vzdalenosti bodid testovanych v kroku

piedchozim. Po otestovani bodil se vzdalenosti 1 algo-
7 ritmus kon¢i. Pti logaritmickém vyhledavani je vztah
(7.8) zapotiebi vyhodnocovat méné nez (9log,QJ)-krat,
coz je podstatné urychleni. Nevyhodou ovsem je, Ze
nalezeny pohybovy vektor nemusi byt nejlepsi mozny.

1 1 Hl/
2
1

Jinou moznou metodou hledani vektoru pohybu je
vyuziti postupného snizovani podrobnosti obrazu.
Ptrevzorkovanim referenc¢niho i cilového obrazu vy-
é}@ tvofime obrazy niz$i podrobnosti, které v obou smé-
rech obsahuji pouze polovi¢ni pocet vzorkli. Tento

krok dale rekurzivné opakujeme, takze dostaneme
obrazy, v nichz je pocet vzorkli v obou smérech pouze
¢tvrtinovy atd. Ozna¢me p pocet rekurzivnich opako-

_7_7 0 7 vani uvedeného kroku (typicka hodnota je p=2). Hle-
dani pohybového vektoru zadind stanovenim odhadu
vektoru v nejméné podrobném obraze. Protoze
v tomto obraze je velikost makrobloku N/2” a velikost

prohledavaného okoli je (J/2”, je Casova slozitost zis-

Tvwr

X
OTON®

1 1 A\

Obr. 7.7. Stanoveni pohybového vektoru
logaritmickym vyhledavanim.

Tvwr

hadem. Postup se dale opakuje s obrazy vyssi podrobnosti. Posledni zpfesnéni se provede s vyuzitim
ptuvodnich obraz.

Kodovani slozek vektoru pohybu se provadi inkrementalné vzhledem k predchozi hodnoté vektoru pro
tentyZz makroblok. Hodnoty jsou kddovany jako cela ¢isla s proménnou délkou. Poznamenejme, Ze je
samoziejme také mozné, ze vyhovujici pohybovy vektor nemusi byt nalezen, ba dokonce viibec ani
nemusi existovat (termin vyhovujici norma ovSem nijak podrobnéji nespecifikuje; rozhodnuti je pone-
chano na tvilirci enkodéru). Tento pfipad je oSetien tak, Ze i v rimcich typu P a B se mohou vyskytovat
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Obr. 7.8. Hledani vektoru pohybu s vyuzitim
obrazi s nizs$i podrobnosti.

makrobloky kédované nezavisle
jako makrobloky v ramcich typu 1.
Pou¢ny muize byt ponékud po-
drobng;jsi pohled na zplsob kddo-
vani makrobloku (obr. 7.9). V poli
Addr je prenasena informace o
poloze bloku v obraze. Pokud se
nekteré Casti obrazu v Case nemé-
ni, nemusi byt odpovidajici mak-
robloky kodovany a prenaseny.
Pfenasi se pouze makrobloky,
které se zménily. V poli Type se
specifikuje typ makrobloku. Po-
kud napf. nebyl nalezen pohybovy
vektor, mize se v tomto poli obje-
vit priznak INTRA indikujici, Ze
je makroblok kodovan nezavisle,
stejné jako makrobloky v ramcich
typu L. V poli Quant se prenasi
metitko kvantiza¢ni matice. Pohy-
bovy vektor je prenasen v poli

Vector. V poli CBP je prenasena bitova maska indikujici, které bloky (z Sestice Y1,15,Y3,Y4,C,.Cp
blokii moznych) jsou v zdznamu pienaseny. Pole by a7z b5 oznacuji prenasené bloky. Na obr. 7.10 je

uvedeno schéma MPEG enkodéru.

Addr | Type | Quant| Vector| CBP | by | by | ... |bs
Obr. 7.9. Kédovani makrobloku.
Ovladani datového toku
Kvantizaéni tabulky
CCIR 601 Vystupni
; Y Priichod proud
video 4.2..2.% =] per b kvant Huffmanovo} ) s b puprer |2
4:2:0 Rozdil kédovani
Predikovany ramec Kvant,”!
—1
DCT
Pamgt pre-
dikovaného \V
ramce
Sum
Urceni Pamét’
vektori kotevnich
pohybu ramcl
Vektory pohybu

Rizeni posloupnosti ramcii

Obr. 7.10. Schéma MPEG enkodéru obrazu.
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7.4 MPEG komprese zvuku

Kromé kédovani obrazovych sekvenci fesi norma MPEG také problém komprese a kddovani zvuko-
vého doprovodu. Norma MPEG-1 piedpoklada pouziti vzorkovacich frekvenci 32, 44.1, 48 kHz a
jednoho nebo dvou zvukovych kanalt. Norma zavadi t¥i urovné komprese: Urovei I piedpoklada ci-
lovy datovy tok vétsi nez 128 kb/s (typicky napt. 192 kb/s), uroven II predpoklada datovy tok okolo
128 kb/s a tiroven 11l datovy tok okolo 64 kb/s. Ve vsech ptipadech je zajiSténa vysoka vérnost zvuku
po jeho dekodovani. Vyssim kompresnim pomérim dosahovanym v Grovni Il a Il odpovida i vyssi
slozitost komprimacénich postupti. Normou MPEG-2 byla zavedena dalsi vylepSeni. Jedna se napt. o
podporu az péti zvukovych kanali, doplnéni podpory nizsich cilovych datovych tokt az do 8 kb/s a
doplnéni podpory nizsich vzorovacich frekvenci 16, 22.05, 24 kHz). V tomto textu se omezime ze-
jména na postupy pouzité v nejjednodussi urovni I normy MPEG-1, a to pifi komprimaci jediného
zvukového kanalu. VSechny trovné standardu MPEG vyuzivaji ke kompresi zvuku nedokonalosti
lidského sluchu. Komprese je dosahovano tak, Ze nejsou prenaSeny informace, které lidsky sluch stej-
né¢ nemuze rozliSit. Vyuzity jsou zejména nasledujici psychoakustické jevy: 1) proménna citlivost
lidského sluchu v zavislosti na frekvenci, 2) frekvenéni maskovani, 3) temporalni maskovani.

Kftivka prahové citlivosti lidského sluchu v tichu v zavislosti na frekvenci je na obr. 7.11. Lze pozoro-
vat, ze lidsky sluch je nejcitlivéjsi v oblasti 2 az 4 kHz. Smérem k vys$Sim i hlub$im tonim se citlivost
sniZzuje. Soucasné se snizuje také schopnost lidského sluchu rozlisit intenzitu takovych tont. Pti kom-
presi lze tohoto jevu prakticky vyuzit tak,
ze jsou tony hlubokych i vysokych kmito-

40 1

dB ¢t kvantovany s vétsi kvantovaci chybou,

kterou vsak lidsky sluch nezaznamena.

201 Tony, jejichz intenzita je nizsi nez prah
. T frekvence (kHz) citlivosti, nejsou prenaSeny viibec.

0 2 4 6 8 10 12 1416 Frekven¢ni maskovani je ilustrovano na

obr. 7.12. Je zde znazornéna situace, kdy
v prostoru zni ton o frekvenci 1 kHz a
intenzité¢ 60 dB. Schopnost lidského slu-

Obr.7.11. Kfivka citlivosti lidského ucha v tichu.

| dB chu vnimat jiné slabsi tony blizké frek-
601 vence a rozliSovat jejich uroven je pod-
40: statn¢ omezena. Obr. 7.12 ukazuje kiivku
20 frekvence (kHz) citlivosti lidského sluchu za této situace.

Tony pod touto kiivkou lidsky sluch ne-
vnima - fikame, Ze jsou maskovany. Prak-
Obr.7.12. Maskovéni ténem 1kHz, 60 dB. tickym vyuzitim tohoto jevu opét je, Ze
slabsi tony v blizkosti tont silnych nemusi
byt bud’ pfenaseny viibec nebo mohou byt

o 2 4 6 8§ 10 12 14 16

 dB kédovany se znacnou kvantizacni chybou.
60 1 Na obr. 7.13 jsou znazornény oblasti, které
40 jsou maskovany tony o kmitoétu 250 Hz,
20 1,4 a8kHz.
0 frekvence (kHz) ’

0 2 4 6 8 10 12 14 16 Jev temporalniho maskovani je ilustrovan

na obr. 7.14. V ¢ase od =5 do 0 ms zni ton
o intenzit¢ 60 dB. Po doznéni tonu v Case
0 nenabude lidsky sluch pivodni citlivosti
ihned, nybrz s jistym ¢asovym zpozdénim, behem néhoz citlivost ucha postupné roste. I v této dobé po
doznéni tonu mize byt kvantizacni chyba vyssi. Temporalniho maskovani je vyuzito pouze v tirovni 11
a III; v arovni I neni vyuzito.

Obr.7.13. Maskovani tony 0.25, 1, 4, 8 kHz, 60 dB.
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Pti kompresi zvukového signalu se dale

60L,dB bere v Gvahu citlivost sluchu na zmény
frekvence. Tuto vlastnost lze popsat roz-
40+ délenim slysiteIného spektra do tzv. kritic-

kych pasem. I kdyz je Sitka méfend v Hz u
\ \ . , ; jednotlivych kritickych pasem rdzna, vni-
-5 0 5 10 20 350 100 200 500 ma lidsky sluch zménu ze spodni na horni

Obr.7.14. Maskovani v Case. hr,aniém.’ frekvenci Y lfaidém lfriti.c kém.
pasmu jako skok stejné velikosti. Situaci
ilustruje obr. 7.15. Nahofe je uvedena
stupnice v kHz, pod ni je zndzornéno rozde€leni do kritickych pasem, ktera lidsky sluch vnima jako
pasma stejné sitky. S ohledem na vnimani frekvenci lidskym sluchem je zavedena jednotka frekvence
1 bark. Kriticka pasma maji $itku pravé 1 bark.

201 ¢as (ms)

Frekvence (kHz)

Kriticka pasma
LT T hg19of20/21] 221 23 | 24 | 25 | 26 |

Pasma polyfazového filtru
lofufals] [ [ [T [qof [ PP [P [ROp[F[ T[] ][ [30B]

Obr.7.15. Déleni slysitelného spektra na kriticka pasma
a pasma polyfazového frekvencniho filtru.

Jednotlivé kroky MPEG komprese zvukového signalu jsou znazorn€ny na obr. 7.16. V nasledujicim
textu je popiseme podrobngji. Zakladnim krokem je rozdéleni zvukového signalu do 32 frekvencnich
pasem. Ackoli to neodpovida subjektivnimu vnimani frekvenci lidskym sluchem, maji v tomto piipade
vSechna frekvenéni pasma stejnou Sitku (obr. 7.15). Rozdé€leni se realizuje digitalnim polyfazovym
filtrem. Filtr zpracovava vzdy 512 vzorkii zvukového signalu, které jsou uchovavany v zasobniku
FIFO. Vzdy, kdyz se do zasobniku nasune 32 novych vzorki, provede se vypocet produkujici po jed-
nom vzorku v kazdém ze 32 frekvenénich pasem. Filtr je normou MPEG predepsan vztahem

s(i)= f i COS[MW}[C(IC +64j)x(k + 64 j)] . (7.9)

k=0,=0 6

V uvedeném vztahu oznacuje x(k) (k=0,1,..., 511) hodnoty v zasobniku vzorkt vstupniho signalu, C(k)
(k=0,1,..., 511) jsou vahové koeficienty definované normou a s(i) (i=0,1...., 31) je vystupni vzorek v i-
tém frekvencnim pasmu. Hodnoty s(i) se pocitaji pfi nezménéném obsahu zasobniku vstupnich vzor-
ka. Jakmile je vSech 32 hodnot s(i) vypocitano, posune se obsah zasobniku o 32 pozic (nejstarSich 32
hodnot je ztraceno) a do prostoru uvolnéného na zacatku zasobniku (indexy 0 az 31) se nasune 32
novych vzorkid. Poznamenejme, Ze frekvencni charakteristika filtrG neni idealni obdélnikova, ale li-
chobéznikova s mir-

Zgbrgrz. z éaéoyé | Alokace biti a Fo’rmétO\’/éni nym ' pfekr}'lvrénim
0 ek\{encm kédovani vystupniho  |——=" jednotlivych pasem.
domény proudu Diusledkem této
okolnosti je, Zze i
Cisté sinusovy sig-
nal muaze byt roz-
Psychoakusticky délen do dvou sou-
model sednich  frekvenc-

nich pasem.

Obr.7.16. Schéma MPEG enkodéru zvuku.
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Ukolem psychoakustického modelu je analyzovat vstupni signal a stanovit, jaka velikost kvantiza¢ni-
ho Sumu v jednotlivych frekvenénich pasmech je jesté prijatelna (lidskym sluchem nepostiehnutelna).
Tato informace je pak vyuzivana enkodérem, ktery pro kazdé pasmo urluje, kolik biti bude pro kddo-
vani vzorkll pasma pouzito. Pti realizaci psychoakustického modelu je dosti zna¢na volnost. Ve stan-
dardu MPEG jsou uvedeny dva ptiklady (model 1,2). V tomto textu se omezime pouze na popis mo-
delu 1.

V modelu je nejprve pomoci Fourierovy transformace vstupni zvukovy signal transformovan do frek-
ven¢ni domény. Transformace se provadi nad oknem o velikosti 512 (uroven I) nebo 1024 (Groven 11,
II) vzorkd. K redukei efekti vyplyvajicich z pouziti okna omezené velikosti se vyuziva Hannovy
vahové funkce (jesté pied provedenim transformace se hodnoty vzorki touto funkci nasobi). Vysledku
polyfazového filtru, tj. rozdéleni signalu do 32 frekven¢nich pasem model nevyuziva, protoze je zde
zapotiebi jemngjsiho rozdéleni.

Cinnost modelu 1 pokraduje extrakci tonalnich a Sumovych komponent. Tonalni komponenty jsou
detekovany jako vyznamné $picky v energetickém spektru. Sumova komponenta je stanovovana vzdy
pouze jedna pro kazdé kritické pasmo. Jeji intenzita se uréi jako soucet intenzit v§ech netonalnich
(nespickovych) hodnot energetického spektra ve vySetfovaném kritickém pasmu. Se Sumovou kompo-
nentou se dale zachazi podobné jako s komponentou tonalni. Za frekvenci Sumové komponenty je
povazovan geometricky stfed odpovidajiciho kritického pasma. Pro zjednoduseni dal$iho vypoctu
provadi model decimaci komponent. Pii decimaci jsou vypustény vSechny Sumové komponenty, které
maji intenzitu niz$i nez je prah slysitelnosti v tichu. Dale jsou vypustény vSechny tonalni komponenty,
které se vyskytuji v blizkosti (blize nez 0.5 bark) silngj$i tonalni komponenty. Komponenty zbylé po
decimaci jsou pouzity k vypoctu maskovacich urovni.

Také v psychoakustickém modelu jsou jednotlivé frekvence sdruZzovany do frekvenc¢nich pasem. Na
rozdil od polyfazového filtru jsou zde ovSem Sifky pasem navrZeny tak, aby byly lidskym sluchem
vnimany jako stejné. Jedna se tedy o déleni odvozené od déleni na kritickd pasma. Prakticky mtize byt
Sifka pasma pouzivana v psychoakustickém modelu napt. 1/4 az 1/2 bark. S vyuzitim empiricky ziska-
nych kiivek maskovani (obr. 7.13) a empiricky ziskanych ktivek citlivosti lidského ucha (obr. 7.11) je
pro kazdé pasmo psychoakustického modelu stanovena maskovaci Groven (co je pod touto urovni,
¢lovek neslysi). Z maskovacich trovni stanovenych pro jednotliva frekvencni pasma psychoakustic-
kého modelu je pak stanovena maskovaci urovei pro kazdé ze 32 pasem polyfazového filtru. Jistou
komplikaci je, ze se frekvenc¢ni pasma psychoakustického modelu a polyfazového filtru neshoduji
(obr. 7.15). V modelu 1 se pro kazdé frekvencni pasmo polyfazového filtru maskovaci trovei stano-
vuje jako minimum z maskovacich trovni téch pasem psychoakustického modelu, které do vySetiova-
ného frekven¢niho pasma filtru padnou.

V trovni I jsou vzorky kddovany v ramcich po 384 vzorcich. Ramec obsahuje 12 vzorki od kazdého z
32 frekvencnich pasem polyfazového filtru. Kromé samotnych vzorkii obsahuje ramec jesté dalsi do-
pliiyjici informace (obr. 7.17). VSech 12 vzorkl jednoho pasma je kodovano na stejném poctu bitd.
V poli bit alloc je uvedeno celkem 32 hodnot udavajicich pocet bitd, které jsou pouzity ke kodovani
vzorkil v jednotlivych frekvenénich pasmech. Hodnota bit alloc = 0 znamena, ze odpovidajici frek-
venéni pasmo neni viibec pienaseno. Pro frekvenéni pasma, v nichz je bit alloc # 0, je v poli scale
factors dale uvedena hodnota, kterou se nasobi vSechny vzorky pasma. Vzorky jsou pfenaseny v poli
samples. Pole anc. data obsahuje pfipadna dopliujici data. Pocet biti, které jsou ke kodovani vzorkd

v jednotlivych  frekvenc-

nich pasmech pouzity, se

stanovi na zakladé poméru
. Scale Anec. , Lo .
Header| CRC | Bit alloc Samples (Groven signalu v pasmu /
factors data = 5
maskovaci (roveil). Tato

Obr.7.17. Format ramce v Grovni I. hodnota je pro kazdé

pasmo vypocitavana
v psychoakustickém mo-
delu.
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7.5 Fraktalni komprese

Fraktalni komprese byla intenzivnéji studovana zejména v poslednim desetileti. V bézné denni praxi
se zatim v masovém méfitku neprosadila, a to pravdépodobné hlavné kvili vétsi ¢asové slozitosti
komprese. Provedeni dekomprese je na druhé stran¢ oviem celkem jednoduché. Za jistych okolnosti
je navic mozné snadno provadét zvétSovani detaild obrazu (zoom). Protoze se zda, ze vyhlidky frak-
talni komprese jsou slibné, zminime se o ni stru¢né i v tomto textu. V mife nezbytn€ nutné nejprve
pfipomeneme matematické zaklady, o néz se fraktalni komprese opira.

Budeme pracovat s jistymi mnoZinami (prostory) prvki. Necht X je takovy prostor. V X dale zave-
deme metriku. Metrika ke kazdym dvéma prvkim prostoru X ptifazuje jejich vzdalenost (realné cis-
lo). Necht' d je metrika. Dvojici (X.d) nazveme metrickym prostorem. Posloupnost prvkil {@,}*,—
nazveme posloupnosti cauchyovskou, jestlize pro jakékoli Cislo €>0 existuje N>0 tak, ze d(,,0,,)<€
pro viechny dvojice m,n>N. Rekneme, e posloupnost {@,}>,~; konverguje k prvku o, jestlize pro
jakékoli Cislo €>0 existuje N>0 tak, ze d(@,,d)<e pro vSechna n>N. Prvek ¢ nazveme limitou uvedené
posloupnosti. Metricky prostor (X,d) se nazyva Gplnym prostorem, jestlize limita kazdé Cauchyovské
posloupnosti v X je rovnéz prvkem X.

Operator @' na metrickém prostoru (X,d) se nazyva kontrahujici, jestlize existuje konstanta 0<s<l1
(soucinitel kontrakce) tak, ze plati

d(O@)0W) <5 d(9.y) Yo.peX. (7.10)
Prvek ¢peX, pro ktery plati €(¢p)=0¢, nazveme pevnym bodem operatoru €. Pro akci O(C(O(...0(9)...

))), kdy je operator () aplikovan n-krat, zavedeme oznaceni O*().

Pro fraktalni kompresi ma zasadni vyznam nasledujici véta o pevném bodu kontrahujiciho operatoru:
Necht O je kontrahujici operator na Gplném metrickém prostoru (X,d). Potom 0 ma pravé jediny

pevny bod ¢ X a pro libovolny prvek ye X posloupnost {O7(y)[n=0,1,2,...} konverguje k ¢. Je tedy
lim 0" (y)=0 VyeX (7.11)
n—oo
Je dosti ¢asté, Ze se vyklad fraktalni komprese zahajuje ptipadem binarnich obrazil. Za tim Gcelem se
zavadi pojmy Hausdorfiiv prostor a Hausdorfova dimenze. My zde vSak u¢inime vyjimku a za¢neme
ihned s obrazy ve stupnich Sedi, coz je ptipad, ktery je prakticky zajimavéjsi (shodné by bylo mozné
postupovat téz pro jednotlivé slozky obrazi barevnych). Piedpokladejme, ze obrazy ve stupnich Sedi
jsou popsany pomoci jasové funkce, ktera je definovana nad jistou oblasti - plochou obrazu. Necht” Q
znaéi tuto plochu a @(x,y) necht’ je jasova funkce @:QQ—1, kde [ je n&€jaky interval realnych Cisel
(jasu). Prostor X je mnozina vSech jasovych funkci, které mohou byt nad Q definovany. Dale zave-
deme konkrétni metriku. Necht @,y jsou prvky X. Vzdalenost d(¢,y) definujeme vztahem
d(o,y)=max{|® (x,)-y(x,y)| | x,ye Q} (pfi pouziti této metriky lze nejsnaze dokazovat dale uvadéna
tvrzeni). Obecné operator ¢ zobrazuje kazdou jasovou funkci na jinou jasovou funkci a transformuje
tak jeden obraz na obraz jiny. V pfipadé kontrahujicitho operatoru existuje podle diive uvedeného
teorému praveé jedina jasova funkce ¢(x,y), ktera je pevnym bodem uvazovaného operatoru. Fraktalni
komprese je zalozena na myslence, Zze je mozné k zadané jasové funkci nalézt kontrahujici operator
tak, aby jasova funkce byla jeho pevnym bodem. Jasovou funkci pak neni zapotiebi uchovavat, proto-
ze muze byt kdykoli jednoduse vypocitana podle vztahu (7.11). Aby bylo mozné metodu oznadit za
kompresi, je samoziejme nutné piedpokladat, ze popis odpovidajiciho operatoru si vyzada méné pro-
storu nez popis samotné jasové funkce. Pii feSeni praktickych problémi vznikajicich pfi fraktalni
kompresi a dekompresi je uZite¢né nasledujici tvrzeni. V pripadé tohoto tvrzeni uvedeme i dlikaz,
protoze se jedna o dobrou ilustraci dosud zavedenych pojmil.

Necht’ @ je kontrahujici operator na uplném metrickém prostoru (X,d), ¢ necht’ je jeho pevny bod, s
soucinitel kontrakce a C necht’ je takové realné ¢islo, ze pro kazdou dvojici ¢,ye X plati d(o,y)<C (C
neni mensi nez nejveétsi vzdalenost v X). Necht’ ¢ je nyni libovolny prvek X. Pak plati
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dle,0
1) d(@"((p),(])) <s"C,  2) d(e.0)< M. (7.12)
-
Diitkaz. Nejprve dokazeme prvni tvrzeni. Prvek ¢ je pevnym bodem operatoru. Pro kazdé i tedy plati
O($)=0. Dosazenim do prvniho vztahu a uplatnénim definice kontrahujiciho operatoru dostaneme.

d(0"().0"(0)) < sd(0" (90" (0)) < (0" (9).0" (0)) <...< "d(0,0) < 5"C .

P#i dokazovani druhého vztahu zapiSeme pevny bod operatoru jako limitu (@) pro n—oo. Déle vyu-
zijeme trojuhelnikové nerovnosti, (v tomto pifipadé zobecnéné na n s¢itancl). Podobné jako v pied-
chozim piipadé snadno dokazeme, Ze plati d(O(@), 0 1(@)) < sid(9,0(@)) a koneéné vyuzijeme vzta-
hu (1+s+s2+s3+...) = 1/(s—1). Postupné tak dostaneme

d(9.9)= lim d((p, 0" ((p)) < lim ’gd(@i((p), @i+1((p)) <d(.0(p)) lim ”z“si _d (¢.(9)) .

n—yo0 I n—>o0 i=0 l_S

Obé¢ tvrzeni uvedeného teorému maji prakticky vyznam. Dekomprese obrazu je zalozena na vypoctu
hodnoty (). Prakticky v8ak nebude mozné volit n nekone¢né velké, a hodnota ¢#(p) proto bude
pouze jistou aproximaci pevného bodu. Prvni tvrzeni podava navod pro odhad vzdalenosti mezi sku-
te¢nym pevnym bodem a touto aproximaci. Druhého tvrzeni lze vyuzit pii kompresi. Necht’ ¢ je jaso-
va funkce obrazu, ktery ma byt komprimovan. Je zapotfebi nalézt operator, jehoz pevnym bodem je
funkce @. Lze oc¢ekavat, Ze ani tento problém nebude v praxi mozné tesit zcela presné. Pravdépodobné
postaci nalézt takovy operator, jehoz pevny bod je dostate¢né blizko funkci @. Druhé tvrzeni posky-
tuje odhad vzdalenosti pevného bodu ¢ vySetiovaného operatoru @ od ¢.

Dosud nezodpovézenou zistava otazka, jak k zadané jasové funkci @ nalézt operator @, pro ktery je

N2 24

fraktalni komprese. Predstavme si nejprve, ze bychom véd€li, ze se hledany operator vyskytuje
v n&jaké kone&né mnoziné {(;} operatori. Alespoii teoreticky by pak nalezeni operatoru bylo snadné.
Operatory by bylo mozné provétovat jeden po druhém a zjistovat vzdalenost d(@,0i(9)). Pro hledany
operator je vzdalenost d(@,0i(@)) nulova. V ptipadé komprese obrazi ve stupnich $edi hledame ope-
rator, ktery jasovou funkci zobrazuje na jinou jasovou funkci. Takovych operatori je ziejmé nespo-
Cetné mnoho. Aby byla Gloha prakticky zvladnutelna a aby bylo mozné uplatnit pravé naznacenou
metodu prohledavani, je nutné prostor, v némz operator hledame, redukovat. Pfedstavme si, ze redu-
kovany prostor operatorii je opét tvoien kone¢nou mnozinou {©,} operatorii. Z této mnoziny vybere-
me ten operator, jehoZ pevny pod se nejvice blizi zadané jasové funkci ¢. Podle druhého ze vztahi
(7.12) k tomu postaci vyhodnocovat vyraz d(@,0 (9))/(1—s). Pfi redukci provéfovaného prostoru vzni-
ka riziko, Ze hledany operator bude vynechan, a Ze nasledné feseni proto bude pouze ptiblizné. Samo-

~~~~~

v tivahu také otazku ¢asové slozitosti. V dal$im odstavci ukazeme jeden z moznych postupti redukce.

Ptedpokladejme, Ze existuje pokryti oblasti Q (obr.7.18). Pokryti obsahuje kone¢ny pocet mnozin D,cC
Q, i=1,2,..., M tak, ze plati

Q

Il
Cx

Il
—_

D, a D,NnD;=Q prokazdé i#. (7.13)

1
Pro kazdé i ptedpokladejme existenci zobrazeni f;:D,—Q a zavedeme oznaceni fi(D;)=R;. Dale necht

v, je kontrahujici zobrazeni na / (/ je mnozina moznych hodnot jasu) se soucinitelem kontrakce 0<s<1.
Uvazujme operator, ktery je definovan predpisem
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O(W(xy) =vi(W(fix.))) pro (x.y)eD;. (7.14)

Necht” X je prostor jasovych funkci definovanych nad € a metrika necht’ je definovana vztahem
(o) = max{|e(x.y)—y(x,p)| | x,ye Q}. Pak plati nasledujici tvrzeni: 1) Prostor (X.d) je uplny. 2)
Operator ze vztahu (7.14) je v tomto prostoru kontrahujici.

Vztah (7.14) tedy podava navod, jak konstruovat kontrahujici operator, kterého lze pouzit pro kom-
presi obrazli ve stupnich $edi. Funkce v;, f; vSak stale bohuzel nejsou nijak specifikovany, a proto je
zatim ve volbé operatoru znacna volnost. Pti praktické realizaci fraktalni komprese 1ze opét postupo-
vat tak, ze se i funkce v,, f; hledaji na jistém dosti redukovaném prostoru. Nasledujici ptiklad popisuje

konkrétni feSeni prezentované v (Barnsley 93).

Oblasti D; maji tvar ¢tverce. Predpoklada se, ze funkce f; je afinni transformaci. Tt¥ida afinnich trans-
formaci je vSak dale zuZena, a to na transformace tvaru x’=2A(x—c¢;)+t;, kde x=(x.,y), ¢~(c;d;) jsou
soufadnice stiedu oblasti D;, t=(7,u,) je translacni slozka transformace a A; je matice rozméru 2x2
z nasledujici mnoziny

8 0 Y e A

Matici A; identifikujeme indexem 0<a; <7, coz je poradi matice ve vySe uvedené mnozing. Jednotlivé
matice realizuji identitu, zrcadleni kolem svislé osy oblasti, zrcadleni kolem vodorovné osy, otoceni o
180° kolem stfedu oblasti, zrcadleni kolem hlavni diagonaly, otoeni o 270°, oto¢eni 0 90° a zrcadleni
kolem vedlejsi diagonaly. Je zfejmé, Ze obrazem R; Ctvercové oblasti D, je oblast, ktera je opét ¢tver-

cova (obr. 7.18). Oproti étverci D; ma ¢tverec R; dvojnasobné rozméry. Predpoklada se, ze I=(0,bpay )»
kde b, je maximalni hodnota jasu v obraze. Funkce v; se hleda ve tvaru v(b)=pb—+q;, kde p je pevné
zvolena konstanta 0<p<1 (tak je zajiSténo, ze funkce v, je kontrahujici). Hodnota g; se stanovi tak, aby
stredni hodnota jasové funkce y(x,y) nad oblasti D, byla stejna jako stfedni hodnota jasové funkce

O(y(x.y))-

Po zavedeni vySe uvedenych redukci je operator ¢ popsan M tici &tvetic [(¢1,u1,a1.q1), (bat2,02,92),.,
(tustanansga)] a hodnotou p, ktera je spolena pro vSechny oblasti. Je ziejmé, ze Ctvetice (¢,,u,,a,,q;)
popisuje, jak ma byt operatorem () vytvofena obrazova funkce nad oblasti D;. Tento dil¢i operator
ozna¢ime (0;. Operator O lze nalézt postupnym

probiranim vsech oblasti D;. Pro kazdou oblast

Cy(x,y)) R; D, se nalezne operator ;. To lze provést tak, 7e
=y, (W) se postupné probiraji vSechny mozné hodnoty
t.u, pro které je splnéna podminka, ze oblast R;

fi(x.y) = f(D,) padne do Q. Pro kazdou dvojici #,u, je

D, stanovena hodnota g (podle pravidla uvedeného
G H— v piedchozim odstavci je hodnota g stanovena

pro kazdou dvojici £,u jednoznacné) a dale jsou
provéfeny vSechny mozné matice A. Jako Ctve-
Fice (1;,u;,a,,q;) popisujici operator O, se bere ta
ctvetice hodnot t.1.,a,q, kterd na oblasti D; dava

Obr.7.18. Konstrukce kontrahujiciho

operatoru pro obrazy ve stupnich Sedi, minimalni hodnotu vzdalenosti dist(y(x.y),

O(w(x.p))).-
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8 Segmentace obrazu

Predpokladejme, Ze mame obraz, ktery je popsan obrazovou funkci, a Ze mame rozpoznat objekty v
tomto obraze. Prvnim krokem k tomuto cili je extrakce objekti, které se v obraze nachazeji. Proces
extrakce, v némz jsou objekty separovany od nezajimavého pozadi, nazyvame segmentaci obrazu.
Segmentace je nejcastéji zalozena na detekci kontur (hran) ohranicujicich jednotlivé objekty nebo na
detekci celych oblasti, kterymi jsou jednotlivé objekty v obraze reprezentovany. Oba uvedené postupy
jsou v praxi Siroce pouzivany, a proto jsou jejich popisu vénovany pomérné rozsahlé podkapitoly 8.1,
8.2, 8.3. V podkapitolach 8.4, 8.5 je pak stru¢né nastinéna problematika detekce rohid objekti a pro-
blematika zpracovani binarnich obrazi.

8.1 Detekce hran

Piedstavujeme si, ze kazdy objekt je v obraze reprezentovan souvislou oblasti (obr.8.1a). Kazda oblast

je obklopena hranici. Hranice se sklada z hran (piipadné téz z jediné zaktivené hrany). Hrana se skla-

da z jednotlivych bodl. Vyznamnym problémem v analyze obrazii je nalezeni hran a celych hranic.

Pii feSeni se Casto postupuje tak, Ze se nejprve naleznou jednotlivé body hran. Uvazujme pro jedno-

duchost obrazy ve stupnich $edi. Na existenci bodu hrany miizeme

usuzovat z pribéhu obrazové funkce. Na obr. 8.2 nahote je zna-

zornén typicky pribéh jasu napfic¢ hranou. Za bod hrany se nej-

Castéji povazuje misto, kde pribéh jasu vykazuje nahlou zménu,

ptipadné inflexni bod. Jednotlivé nalezené body hran jsou pak

a) ruznymi technikami spojovany do hran a celych hranic. Protoze

kazda plocha by méla byt obklopena svoji hranici (obr. 8.1), zda

se, ze detekce hran a detekce celych ploch by teoreticky mély vést

; ke vzajemné ekvivalentnim vysledkim. V praxi se vSak mohou

e vyskytnout problémy: Jsou-li napft. rozpoznavané objekty v obraze

X / b) $patné zietelné nebo je-li obraz poskozen Sumem, pak nemusi na-

lezené hrany tvoftit kolem objektd uzaviené smycky, jak si teore-

Obr.8.1. Detekee oblasti ticky predstavujeme. Vlivem Sumu mohou byt na druhé strané
stanovenim hranice. hrany detekovany i tam, kde ve skute¢nosti nejsou.

8.1.1 Gradientni metody hledani hran

Obr. 8.2 ukazuje typicky pribeh jasu ve sméru napfi¢ hranou a prvni a druhou derivaci tohoto pribe-

hu. Gradientni metody vyuZzivaji skutecnosti, ze v misté¢ hrany ma absolutni hodnota prvni derivace

pribéhu jasu vysokou hodnotu. Hodnota derivace popisuje intenzitu kontury v daném bod¢ - hovori-

me o velikosti hrany. Operatory, které velikost hrany stanovuji (obvykle se aplikuji v kazdém bod¢

obrazu), byvaji nazyvany hranovymi operatory. Z uvedeného vyplyva, ze nejjednodussimi hranovymi

£E) F— operatory jsou ziejmé derivace df /ox a df /dy, které popisuji zmé-

nu Grovné jasu ve sméru os x a y. Téchto operatorti by bylo mozné

_.,/ pouzit k hledani hran rovnobéznych se soufadnymi osami. Pti hle-

) =t dani hran obecného sméru je zapotfebi vysetfovat pribéh jasu ve

1©  r \ sméru kolmém na smér potencialni hrany. Necht vektor n=(cos 0,

sin 0) popisuje smér kolmy ke sméru eventudlni hrany a & necht’ je

soufadnice méfena v tomto sméru. K ovéreni skute¢nosti, zda v

1) [ daném bodé existuje hrana znamého sméru, lze pouzit derivaci ve
smeéru. Pro derivaci ve sméru kolmo k hran¢ mame

I _ Y 9
GE_,_grad(f) n axcos(9+aysm(9. 8.1

Obr.8.2. Prib¢h jasu a jeho prvni  Za velikost hrany v daném bodé mizeme povazovat hodnotu |df
a druhé derivace v mist€ hrany.  /9€|. Pii hledani hrany jeji smér pfedem obvykle neznidme. Rovni-
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ce (8.1) a uvahy, které k ni vedly, vSak podavaji navod, jak situaci fesit. Pro rozhodnuti, zda ve vyset-
fovaném bodé¢ je ¢i neni hrana, bude rozhodujici smér, v némz je zména jasu nejveétsi. Timto smérem
je gradient obrazové funkce. Smér hrany je pak kolmy ke sméru gradientu. Za velikost hrany lze vzit
velikost gradientu. Oznac¢me e(x,y) velikost hrany, @(x,y) smér gradientu a y(x,y) smér hrany v bode
(x,p). Dale pro stru¢nost zaved'me znaceni f(x,y) = of (x,y) /0x, f(x,y) = df (x,y) /dy. Pak mame:

| / fy(xy)

= arotan| 2722 - L
smér hrany ‘P(x’y)—amta“[ fx(x,y)}’ y(x.y) (P(x,y)+2. (8.3)

grad Cilem praktického vypoctu zpravidla byva rozhodnout, zda
BYL) vySetfovany bod obrazu je ¢i neni bodem lezicim na hranici
¢ n&jakého objektu. V nejjednodussim pripadé lze za body hra-

e(r.y) = 2 (x.2)+ f2(x. ). (8.2)

affox nice povazovat ta mista, kde hodnota e(x,y) je vétsi nez néja-
ka pevna, ptedem zvolena prahova hodnota. Tento jednodu-
chy postup ma ovsem své nedostatky: 1) Hranice objektu ob-
vykle vyjde tlustsi nez jeden bod (intuitivné si mozna pied-
stavujeme, ze tloustka hranice je pravé jeden bod). 2) Uve-
Obr.8.3. Stanoveni velikosti a deny postup nefesi problém doplnéni chybgjicich a odstrané-
sméru hrany na zaklad¢ gradientu.  ni nadbyte¢nych ¢asti hranice diskutovany v tivodu podkapi-
toly 8.1. DimysInéjsi postupy popiSeme postupné pozdéji
(napf. v souvislosti s Cannyho detektorem hran).

Az dosud jsme predpokladali, ze obrazova funkce je spojita. Pti praktické implementaci pracujeme
ovsem nejcasteji s funkci diskrétni. Jestlize nahradime derivace diferencemi, mizeme vztahi (8.2),
(8.3) snadno pouzit i pro diskrétni ptipad. Pro diference mtizeme psat

L2 y)=f(+Ly)= f(x, ), (8.4)
fy(xay):f(x’y+1)_f(x’y)' (85)

Pti praktické realizaci vypoctu je hodnota e(x,y) stanovovana a porovnavana s hodnotou prahu ve
vSech bodech (pixelech) obrazu. Poznamenejme, ze pfi stanoveni délky gradientu lze pouzit i jinych
metrik, nez je metrika uvedena ve vztahu (8.2) (kotfeny téchto snah sahaji ov§em pon¢kud do minu-
losti, kdy byl vypocet odmocniny ¢asové velmi naro¢nou, a proto obavanou operaci). Mlizeme pouzit
napt. nasledujicich vztaht:

e(x.y) =1 (e y) + ], (5. 9) £ ()} (8.6)

Skutecnost, ze pii praktickém vypoctu na pouzité metrice ptili§ nezalezi, ukazuje nasledujici ptiklad,
ktery ponechavame ¢tenafi k samostatnému teseni. Priklad: Dokazte, 7e pro kazdou dvojici nezapor-
nych &isel a,b plati (a + b)N2 <V(a? + b2) <2 max{a, b}.

>

, e(x,y) = max{|fx (x, y)

V minulosti bylo realizovano mnoho praktickych metod pro detekei hran, jejichz spoleénym teoretic-
kym zakladem je vypocet velikosti gradientu. Nékteré z nich popiseme dale podrobnéji.

Robertsiiv operator: Tento hranovy operator je jednim z nejstarSich, ale stale jesté pouzivanym ope-
ratorem pro stanoveni velikosti hrany. Operator stanovuje diference ve dvou na sebe kolmych diago-
nalnich smérech. Velikost hrany v bod¢ (x, y) obrazu se pocita podle predpisu

e(x.9) = (F(x. )= G +Ly+ D) +(f(r+Ly) = fGy+ D) (8.7)

Nékdy také byva uvadén vztah, v némz jsou misto funkénich hodnot pouzity jejich odmocniny. Tato
varianta idajné vice odpovida vnimani hran lidskym zrakem.
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2 2
e(x,y) = \/(Jf(x,y) Gy D) +(JfGH Ly —JfCay+D) . 838
Operator Prewittové: Tento operator vyuziva k vypoctu velikosti hrany v bod¢€ o souradnicich x,y
hodnot obrazové funkce ve vSech sousednich pixelech. Tyto hodnoty pro stru¢nost oznacime
A,B,C.D,F,GG,H.I (obr. 8.4). Operator pocita derivace ve smérech os x,y primérem

flwey)=3[(C= )+ (F-D)+(1-G)]

4. 5 ¢ fy(x,y)=%[(A—G)+(B—H)+(C—I)]. (8.9)
D fley) | F ’ T o
G H Ji Uvedeny postup stanoveni derivaci primérem pfispiva k

redukei Sumu. V pripadech, kdy nezalezi na absolutni veli-
kosti hrany, lze koeficienty 1/3 vypustit. Jestlize po vypoctu
velikosti hrany nasleduje prahovani, v némz se rozhoduje,
zda v daném bod¢ hrana existuje ¢i nikoli, Ize vypusténi ko-
eficientd kompenzovat volbou velikosti prahu.

Obr.8.4. Znaceni hodnot obrazové
funkce pro operator Prewittové.

Sobeliv operator: Tento operator je podobny operatoru Prewittové. Rozdil spo¢iva v tom, ze se pro
vypocet derivaci v jednotlivych smérech pouziva vazeny primér dle vztah

1 1
folx,p)= Z[(C—A)+2(F—D)+(1—G)] . fy(xy)= Z[(A—G)+2(B— H)+(C-1)]. (8.10)
[ v tomto pripad¢€ lze za stejnych okolnosti jako u operatoru Prewittové koeficienty 1/4 vypustit.

Kirschuv operator: Také tento operator lze zaradit mezi operatory zalozené na vypoctu gradientu.

Veli¢ina majici povahu derivace je pocitana celkem v osmi smérech a za velikost hrany je vzata jeji

maximalni hodnota. Pro stru¢nost pieznac¢ime funkéni hodnoty obrazové funkce tak, jak je uvedeno na
obr. 8.5. Velikost hrany v bod¢ (x,y) se vypocita dle vzorce

7

bl A4 |4 e(x, ) = max{[ss, - 37T}, (8.11)

A7 | f(x,p) | A& =0
TRy kde Si= A+ A+ A, (8.12)

6 5 4

Ti=Ap3+ A g+ Aiys+ Ao+ 4;47. (8.13)
Obr.8.5. Znaceni hodnot obrazové Index i, pro ktery je ve vyrazu (8.11) dosazeno maxima, ur-
funkce pro Kirschiiv operator. Guje smér hrany. Jestlize ve vyrazech (8.12), (8.13) vyjdou

hodnoty indexd vét§i nez 7, upravi se operaci modulo 8.

8.1.2 Detekce hran hledanim prichodu druhé derivace nulou

Z obr. 8.2 je ziejmé, ze druha derivace prib&hu jasu ve sméru napfi¢ hranou nabyva dvou extrémi
opacného znaménka a v misté hrany znaménko méni. Protoze smér hrany neni zpravidla predem
znam, je nutné druhou derivaci pocitat ptinejmensim ve dvou smérech, napt. ve sméru soufadnych os
x.y. K vypoctu lze pouzit Laplaceova operatoru. Zaved'me oznadeni fi(x,y) = 0*fx,y)/0x2, f,,(x.y) =
0*f(x,y)/0y2. Laplacetv operator je definovan vztahem

V2, 0)= [ (6 0)+ fr (2. 9). (8.14)

Je-li obrazova funkce diskrétni, pouzijeme misto derivaci diference. Pro body uvnitf obrazu (nikoli v
krajnich fadcich a sloupcich) mtizeme pouzit symetrickych diferen¢nich vzorci

f:‘cx(x’y):f(x_]’y)_zf(xay)+f(x+1ay): (8]5)
S )= fx,y=D=2f(x.y)+ f(x,y+1). (8.16)

Dosazenim vztahd (8.15), (8.16) do (8.14) dostaneme pro realizaci Laplaceova operatoru piedpis
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V()= fx+ L)+ fe=Ly)+ f(xy + 1)+ fOny =D =41 (x.y). (8.17)

Vztah (8.17) lze vypocitat pomoci konvoluce obrazové funkce f{x.,y) s konvolu¢ni maskou uvedenou
na obr. 8.6a. V souvislosti s uréovanim hran pomoci druhé derivace byva uvadéna také maska dle
obr.8.6b, ktera realizuje vypocet souctu druhych derivaci ve ¢tyfech smérech 0°, 45°, 90°, 135°. Je
ziejmé, ze v krajnich fadcich a sloupcich obrazu nelze masek z obr. 8.6 pouzit. Pro uvedené ptipady
lze v pripadé¢ potieby snadno odvodit specialni masky vyzadujici pouze hodnoty uvniti obrazu. Napf.
pro vypocet hodnoty Laplaceova operatoru v dolnim radku obrazu snadno odvodime masku dle obr.
8.7a, pro vypocet hodnoty

01T o TT1 11 o T 1T o T v levém dolnim rohu pak
masku uvedenou na obr.
-4 1 [-8]1 1 1-3 -2 8.7b (ostatni potiebné
0| 11]0 1 (111 01010 01010 masky ziskame rotaci ma-
sek zde uvedenych). Hra-

a) b) a) b)

ny v obraze nalezneme
analyzou wvysledku po-
skytnutého Laplaceovym
operatorem. Za hranu po-
vazujeme misto, kde mezi dvéma dostate¢n¢ velikymi a dostatecné blizko poloZzenymi extrémy opac-
ného znaménka vysledek poskytnuty operatorem méni znaménko.

Obr.8.6. Konvoluéni masky pro
vypocet Laplaceova operatoru.

Obr.8.7. Priklady masek pro body
na krajich a v rozich obrazu.

Pravé popsana metoda hledani hran zalozena na vypoctu druhé derivace a na pouziti Laplaceova ope-
ratoru je dosti citliva na Sum. I pfi malém zaSuméni obrazu je detekovano zna¢né mnozstvi faleSnych
hran. Problém lze fesit filtraci Sumu, ktera se provede jesté pred tim, nez jsou hledany hrany. Marr a
Hildreth (Maar 80) popsali metodu, v niz pro redukci
Sumu pouzivaji konvoluci s gaussianem. ProtoZe se tato
metoda pouziva dosti Casto, popiSeme ji podrobnéji.
Dvourozmérny gaussian je definovan vztahem (obr.8.8)

1 G(x)
0.6 +\0=0.5

1 x2+y2
_ G(x,y)=G(x)G(y)= exp| — . (8.18
6=2.0 (x,3)=G(x)G(y) Py p[ Py ) (8.18)

01 2 3 4 X
Obr.8.8. Pribéh Gaussianu G(x)
pro 6=0.5,0=1,0=2.

Hodnotou ¢ lze ,yregulovat Sitku“ gaussianu a tudiz i
miru filtrace. B&zné pouzivané hodnoty ¢ jsou 0.5 az 3.
Realizaci konvoluce obrazové funkce s gaussianem a
naslednou aplikaci Laplaceova operatoru popisuje
vztah

(8.19)

(2o Zotn p eIt s

Vztah (8.19) ukazuje, Ze popisovanou posloupnost akci lze realizovat konvoluci obrazové funkce s
funkci V2G. Polozime-li r = V(x2 + 2), miizeme funkci V2G zapsat ve tvaru

/\ $1/‘\}"

0 1 2

Obr.8.9. Priibeh funkce V2G(r), 6 = 0.5.

2 2 2
VZG(r):[r —20 Jexp(_rzj. (8.20)
2no 20
Funkce V2G je rotatné symetricka. Jeji priib&h (prifez
pribehu) je znazornén na obr. 8.9. Ozna¢me w polomér
kruznice, kde funkce pfechazi ze zapornych do klad-
nych hodnot (obr. 8.9). Z rovnice (8.20) vychazi
w=cV2. K dikladn&jsimu osvétleni principu ¢innosti
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této metody vySetfime jesté frekvencni charakteristiku
operatoru V2G. Provedenim Fourierovy transformace a

2 polozenim u*+v2 = @? dostaneme
0 2 4 6O &T’{VZG()C, y)} =’ exp(— o2 0)_2} . (8.21)
Obr.8.10. Frekvenéni charakteristika 2
F{V2G} pro 6=10.5. Priibéh frekvenéni charakteristiky #{V2G} je znazor-
nén na obr.8.10. Je ziejmé, Ze se jedna o pasmovy filtr.
Vrchol frekvenéni charakteristiky vychazi v mistt ® = V2/6. Po provedeni konvoluce

[V2G(x,y)]*f(x,y) pokraCuje metoda hledanim prichodii nulou stejné, jak jiz bylo popsano diive.

8.1.3 Parametrické modely hrany

Reknéme, 7e mame rozhodnout, zda je v obraze v misté o soufadnicich (x,y) hrana. V pozitivnim p¥i-
padé mame stanovit také jeji velikost a smér. Mlzeme to provést tak, ze jistym poctem funk¢nich
hodnot obrazové funkce f(x,y) z okoli bodu (x,y) prolozime vhodnou plochu, ktera prib&h obrazové
funkce aproximuje. O existenci hrany pak rozhodneme a jeji parametry stanovime na zaklad€ vysetio-
vani pribéhu aproximujici funkce. Aby se potlacil vliv Sumu, proklada se aproximacni funkce zpravi-
ni Ize realizovat minimalizaci sou¢tu ¢tverct diferenci funk¢nich hodnot aproximaéni funkce od
funkénich hodnot obrazové funkce ve zvolenych bodech. Nejjednodussi plochou, kterou lze jako mo-
delu hrany pouzit, je rovina z=ax + by + c. Nalezneme-li rovinu aproximujici priibeh obrazové funkce
v daném mist&, pak snadno ziskame velikost hrany e(x,y) = |grad( ax + by + ¢ )| = V(a? + b2 ) a také jeji
smér Q(x,y) = arctg(b/a) + ©/2. Rovinu miizeme nalézt napt. tak, aby co nejlépe aproximovala pribé¢h
obrazové funkce ve ¢tyfech bodech f{x,y), ix+1.y), Axy+1) a fix+1,y+1). Neznamé hodnoty a,b,c na-
lezneme minimalizaci chyby € = [ax + by + ¢ — fix.))]? + [a(x+1) + by + ¢ — Ax+1 p)]|? + [ax + b(y+1) + ¢
—Axy+D]2 + [a(x+1)+ b(+1) + ¢ — Ax+1,y+1)]2 uplatnénim podminek de/da= 0, de/db =0, de/dc =0.

Dale ukazeme ptipad, kdy je jako model hrany pouzita diimyslngjsi plocha. Pfedpokladejme napf., ze
v fezu napri¢ hranou ma jas prabéh, ktery je dobfe vystizen funkei

B+(4-B)®(,0). (8.22)
Vyznam parametrii A,B objasiiuje obr. 8.11. Funkce ®(&,0) je integralem gaussianu. Je tedy
g 2
QD(?;,G) = JG(I, o)dr, kde G(z,0)= exp(— ;—2] . (8.23)
c
f=—o00

Abychom presli k dvojrozmér-
nému piipadu, uvazme, 7ze nx =

®(E,0) Yoo ! p, kde n = (=sin @, cos @), x =

- - hrana (x,y), je rovnice ptimky / (obr.

/ g . 8.12). Jestlize bod reprezentova-

B n ny vektorem x na ptimce / nelezi,

ﬂr_J e P pak vzdalenost bodu od piimky
4 je&=nx—p=—xsin @+ ycos @
0 € o X — p. Predpokladame-li, ze hrana

lezi na ptimce /, pak lze pribéh
jasu v okoli bodu hrany dobte
aproximovat funkci

Obr. 8.11. Parametricky model ~ Obr. 8.12. Parametricky model
hrany. hrany (pohled shora).

B+(A—B)q)(—xsin(p+ycos(p—p,(5). (8.24)

Celkem ma tedy popsany model pét parametri 4,8,6,¢.p. Hodnota (4—B) urcuje velikost (vysku)
hrany, parametr G jeji strmost a parametr ¢ smér hrany v bod¢ x. Parametry lze urcit na zakladé pod-
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minky, aby se v jistému poctu bod (pixelil) lezicich v okoli bodu x hodnoty funkce (8.24) co nejvice
primykaly skute¢nym hodnotam obrazové funkce. Nejmensi pocet bodi umoziiujici ulohu fesit je pét.
S ohledem na redukei Sumu je vSak vyhodngjsi volit pocet bodli vyssi. Pro hledané parametry Ize pak
sestavit pfedeterminovany systém, ktery je mozné feSit minimalizaci chyby. Jistou komplikaci ovSem
je, Ze se jedna o problém nelinearni. K jeho feSeni je proto zapotiebi pouzit numerickych metod.

8.1.4 Cannyho detektor hran

Popisovany detektor hran byl publikovan Cannym (Canny 83, 86) a pozdéji detailné studovan mnoha
dalS$imi autory. Pfi navrhu detektoru vychazel Canny z toho, Ze starsi detektory hran byly konstruova-
ny vice ¢i mén¢ intuitivné, a formuloval proto pozadavky, které by mél detektor spliiovat. K nalezeni
detektoru pak ptistoupil jako k optimaliza¢ni tiloze (tj. hledal detektor, ktery vytycené pozadavky spl-
fiuje co nejlépe). Cannym navrzené pozadavky byly nasledujici: 1) minimalizovat pravdépodobnost
chybné detekce, 2) najit polohu hrany v obraze co nejpresnéji, 3) bod hrany identifikovat jednoznac-
né. Postup, ktery vede k navrhu odpovidajiciho filtru, popiSeme podrobné&ji.

Predpokladejme nejprve, Ze vstupni signal je jednorozmérny (ziskané vysledky pozdéji zobecnime i
na signaly dvojrozmérné). Matematickym modelem hrany ve vstupnim signalu (ve shodé s ptivodnim
pramenem oznacime vstupni signal /(x)) je skok vysky 4 umistény do pocatku. Doplnén je dale adi-
tivni Sum n(x) (obr.8.13). Predpokladame, Ze Sum je bily s nulovou stfedni hodnotou. Vstupni signal
ma tedy tvar

0 pro x<0

[(x)=Au_l(x)+n(x), kde u_l(x):{l

oo 130’ (8.25)

Predpokladame, ze hranovy operator bude zalozen na vypoctu konvoluce vstupniho signalu s funkci
flx). Tuto funkci, kterou zatim nezname, stanovime tak, aby
byla co nejlépe splnéna kriteria formulovana v uvodu této
podkapitoly. Oznacme O(xy) signal, ktery je vysledkem kon-
voluce. Podle definice konvoluce mame

—+oo
O(xg)= [ 1(xo = x)£(x)dx. (8.26)
Nejprve vyhodnotime, jaky vystup v bodé x, = 0 odpovida
07 skoku velikosti 4 (bez Sumu). Dosazenim rovnice (8.25) do
rovnice (8.26) a polozenim n(x) =0, xy = 0 dostaneme

+oo 0
[ 4wy (=x)£(x)dx = 4 [ £ (x)dx. (8.27)
Obr. 8.13. Priibéh signalu ve sméru —oo —co
napfi¢ hranou. Dale vypocitame stiedni hodnotu ¢tverce signalu, ktery na
svém vystupu poskytuje operator v bod¢€ xy =0, jestlize je na
vstup priloZzen pouze Sum n(x). Dostaneme

—o0 —o0 —o0

2

E [ [n(-x) f(x)dxil = [E{ (= x)} 2 (x)dx = [ £2(x)d . (8.28)
Pfi apravé vyse uvedeného vztahu jsme se opirali o pifedpoklad, ze n(x) je bily Sum s nulovou stiedni
hodnotou a zZe tedy pro vSechna x; # x, plati E{n(x|)n(x;)} = 0. Dale jsme ptedpokladali, ze hodnota
E{n2(x)} je pro vSechna x konstatni, a polozili jsme proto E{n%(x)} = ny? (jedna se o varianci Sumové
slozky vstupniho signalu). Definujme pomér signal/Sum (SNR) jako podil odezvy na skok velikosti A
ku odmocniné sttedni hodnoty ¢tverce odezvy na Sum. Pro hodnoceni pravdépodobnosti chybné de-
tekce dale zaved'me miru £ = ny SNR / A, ktera je zavisla pouze na hledané funkci f{x), nikoli na veli-
kosti vstupniho signalu. Mame tedy
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Ajo F(x)dx - j F(x)dx
= , T=T0gNp=—tz=t

[ Peee [ e

Pti detekci hrany pravé konstruovanym hranovym operatorem budeme za hranu povazovat misto, kde
operator (konvoluce) dava nejvétsi hodnotu. V piipadé hrany umisténé do pocatku by to teoreticky
mélo byt misto xo = 0. Sum vak zpisobi, 7e tomu tak nebude zcela presné. Nalezneme proto misto,
kde vystup operatoru nabyva extrému. K tomu vypocitame prvni derivaci vystupniho signalu a polo-
zime ji rovnu nule

(8.29)

oo

d , d
a00(x0) 0'(x) = dx—o_[ol(xo —x)f(x)dx=0. (8.30)
Pro derivovani konvoluce mame
—I Xo— dx——J. Fxp—x)dx = I[(x)f’(xo—x)dxz J[(xo—x)f'(x)dx.(8.3l)

Vystup rozdehme na slozku OdPOVIdaJICI skoku umisténému do pocatku a na slozku odpovidajici Su-
mu. Tyto slozky oznacime postupné O, O,.. Derivace odezvy na skok méa v bod¢ x velikost

0;(xp) = jAule X) £ (x)dx = Aj £7(x)dx = 4f (xp). (8.32)

Derivaci O'(x;) odezvy na skok rozvineme kolem pocatku v Taylorovu fadu. Predpokladame pii tom,
7e hledana funkce f{x) bude antisymetricka, a ze proto bude platit f0) = 0. Dostaneme

O4(x¢) = Af (x) = Af (0)+ xoAf"(0) = xo 41" (0). (8.33)

Derivaci odezvy hranového operatoru na Sum bude ndhodna proménna s nulovou stiedni hodnotou a s
varianci

oo 2 oo
B{02 (o)} = B{| (o =) f’(x)dx] =g [ 7 (x)dx. (8.34)
Pro podminku extrému pak mame
0'(x0)= 0lx0)+ 05(x0) =0 atedy 0l(xg)=-05(xo). (8.35)
Z ptedchozi rovnice dale plyne E{O’2 (xo )} E{O’2 (xo )} (8.36)

Dosazenim vztahti (8.33) a (8.34) do rovnice (8.36) dostaneme:

2% ,n2
”o_[ 17 (x)dx
21 Yw _ 2
E{xo}_ Yy o2 . (8.37)
V predchozim vyraze jsme oznaceni Gxg pouzili pro aproximaci smérodatné odchylky polohy maxima
na vystupu operatoru od skute¢né polohy skoku, ktery lezi v pocatku. Schopnost operatoru spravne
lokalizovat hranu hodnotime podle ptevracené hodnoty této odchylky. Zavedeme miru A = ny/(GxpA4),

ktera zavisi pouze na vlastnostech hranového operatoru a nikoli na signalu. S vyuzitim vztahu (8.37)

(0
dostaneme A= A . (8.38)
J‘_ f 2 (x)dx
Vykonnost hranového operatoru pak hodnotime soucinem ZA. S vyuzitim vztaht (8.29), (8.38) mame
S (x)dx (0
J.‘°° / ( )| (8.39)

I e e

80



Posledni podminkou je, aby jedné hrané odpovidalo pokud mozno jediné maximum na vystupu ope-
ratoru. Tento pozadavek vyjadiime jako pozadavek na funkci f{x). Vyuzijeme pomocného tvrzeni,
které uvedeme bez dlikazu a které tika, ze stiedni vzdalenost x,. mezi dvéma prichody nulou odezvy
funkce g na gaussovsky Sum je dana vyrazem (odezvou se rozumi konvoluce funkce g s Sumem)

1
Xy = n[—_ R(O)Jz , (8.40)

R”(O)
kde R(7) je autokorela¢ni funkce funkce g. Snadno ovétime, ze plati (predpokladame g(—oo)= g(e0) =0)
jg )dx, R”(0 jg " clx_—jg'2 (8.41)

V naSem ptipad€ hledame stredm vzdalenost x,, mezi dvéma prichody nulou odezvy funkce f” . Ze
vztaht (8.40), (8.41) dostaneme

Jm Vi (x)dx 2
=N | -
J.j; f "2 (x)dx

Vzdalenost x,,x mezi dvéma prilehlymi maximy odezvy funkce na $um je dvojnasobkem x... Tuto
hodnotu vyjadiime relativng vzhledem k $itce operatoru. Sitkou operatoru rozumime interval (—, ).
Na tomto intervalu predpokladame funkéni hodnoty f nenulové (mimo tento interval predpokladame
funkéni hodnoty nulové; dale pripomenme, Ze funkei f predpokladame antisymetrickou). Je tedy

2x., = kW . (8.43)

Schopnost detektoru identifikovat hranu jednozna¢né bude tim lepsi, ¢im vyssi bude hodnota £. Dosud
neznama funkce f by tedy mela maximalizovat vyraz (8.39) a pii tom davat pokud mozno co nejvyssi
hodnotu k. V (Canny 83) je popsano feSeni zalozené na maximalizaci funkcionalu (8.39). Jsou po-
stupné voleny rtizné hodnoty & (0.075 az 0.7) a rovnice (8.43) je pouzita jako dopliujici podminka.
Pro kazdou hodnotu £ je numerickou optimalizaci stanovena funkce f. Na zakladé takto ziskanych vy-
sledktl je ukazano, ze pro vyssi hodnoty & (coz je prakticky zajimavy ptipad) lze hledanou funkci f
dosti dobfe aproximovat pomoci prvni derivace gaussianu. Na tuto moZnost se dale zamétime. Pfipo-
mefime, Ze gaussian je definovan predpisem

(8.42)

=

Xmax =

2
G(x)= exp( gy ) (8.44)
2
Funkce f ma tedy tvar f(x)=G'(x)= —% exp(— ;7] . (8.45)
Pro vyse uvedenou aproximaci funkce f Vypoéteme nasledujici hodnoty (Canny 83)
1 Jn f 15Jn
77(0) = jf )dx =1, jf dx— Jf’z 03 , Jf”z(x)dxz s (849

Odtud pak index XA vykonnosti operatoru a hodnota k pro operator fx) = G'(x) vychazi

2A=,/£z0.92 a k=\/zz0.51. (8.47)
31 15

Zjisténé hodnoty jsou jen o malo mens$i nez hodnoty pro operator optimalni. Podstatnou vyhodou po-
uziti gaussianu je ale snadny vypocet.

Az doposud jsme se soustiedili na jednorozmérny ptipad. Zbyva ukazat, jak pracuje Cannyho detektor
v ptipadé dvojrozmérném. Predpokladejme nejprve, Ze mame hledat hrany znamého sméru. Ve sméru
napti¢ hranou pouzijeme konvoluci s praveé nalezenou funkci - Ve sméru podél hrany uplatnime pro-
jekei. Jestlize je f aproximovana derivaci gaussianu, pak je vyhodné, aby funkci realizujici projekci
byl rovnéz gaussian (projekce bude pocitana jako konvoluce s gaussianem). Jako obvykle neni zapo-
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tiebi vypocet provadét pro vSechny mozné sméry hran, ale postaci jej provést pro dva sméry (napft.
x,y). Necht I(x.y) je obrazova funkce. Pro hrany rovnobézné s osou y a hrany rovnobézné s osou x pak
dava hranovy operator nasledujici hodnoty

[1(x. )*G(»)]* G, (x) = %{l(x, YHGE)G))} = Eo(x.7), (8.48)
[I(x, y) * G(x)] *G, (y) = %{I(x, y)* [G(x)G(y)]} =k, (x, y) . (8.49)

V uvedenych vyrazech realizuje prvni ¢len v hranatych zavorkach projekci. Vystupem dvojroz-
mérného detektoru hran je vektorové pole E(x,y) = (Ex(x.,)), Ey(x,y)). Pro velikost a smér hrany mame

|E(x, y)| = \/Ei(x, y)+E§(x,y) . o(x,y)= arctg(Ey(x, y)/ E(x, y))+ /2. (8.50)

Rekneme, 7e v n&jakém bod& obrazu je hrana, jestlize [E(x,y)| v tom bod& nabyva lokéalniho extrému
(pfipomenime, Ze jsme se snazili, aby jedné hrané prisluselo pouze jediné maximum) a jestlize je hod-
nota |E(x,y)| v tom bod¢ dostatecné velika. Predpokladejme nyni, ze je obraz popsan diskrétni obrazo-
vou funkci. Zaméime se nejdiive na prvni podminku. Bod (x,y) miZze byt bodem hrany jen tehdy,
jestlize plati (obr. 8.14)

[E_q| <[E(x,y)|>[E,¢] (8.51)
Hodnoty |E.g|, |E_g| stanovime interpolaci (obr. 8.14). Napf. lezi-li smér gradientu v prvnim oktantu,
pak mame
smér hrany [EGeLy+D)) [E,o|=ofE(x+Ly+1)+(1-o)E(x+Ly), (8.52)
[ J o [ ]
[Esl [E_g|=ofE(x~1,y—1)+(1-a)JE(x—1y). (8.53)
- Ia Vyznam hodnoty o je patrny z obr. 8.14. Podobné vztahy
* | lze snadno odvodit i pro zbyvajici oktanty. Podminku, Ze
E(x—1.y) [ECe+1.y)) hodnota |E(x,y)] ma byt v bod& hrany dostate¢né& velka lze

realizovat prahovanim. Ucinné je prahovani s hysterezi, pfi
némz se pouzivd dvou hodnot prahu figy, fhignh. Za body hra-
ny jsou nejprve oznaCeny vsechny pixely, kde je velikost
[E(e=T=1)| hrany vé&tsi nez #,;,,. Dile jsou pak za body hrany oznaCeny
také ty pixely, kde je velikost hrany vétsi nez £, (ale mensi
nez fyien) a které sousedi s pixelem, ktery byl jiz dfive ozna-
¢en za bod hrany. Tento krok Ize opakovat nékolikrat.

TIE_g

Obr. 8.14. K rozhodnuti maxima.

8.1.5 Stanoveni hran na zakladé textury

V tomto odstavci se zaméfime na detekci hran tvofenych nahlou zménou textury ve vysetfovaném ob-
raze. Jednoduché je feseni, které predpoklada, ze v disledku rozdilnosti textur po obou stranach hrany
je rozdilna také stfedni hodnota jasu v oblastech pfiléhajicich k hran&. Necht’ f¢)(x,y) oznaluje stiedni
hodnotu jasu v kruhovém okoli bodu (x,y). Polomér okoli je ». Pfedpokladejme, ze v obraze mame
hranu, jejiz smér je @ + /2. Umistéme dvé takovéa okoli f"(xz,yp), f ")(xg,yg) nalevo a napravo od
hrany (obr.8.15) a ur¢eme diferenci

o) = 1 fORyR) = fOC1) | (8.54)
=|fO(x + 7 cos@, y + 7 sin@) — f)(x — 7 cos@, y — r sin@) |.

Existence hrany v bodé¢ (x,y) se projevi vysokymi hodnotami f(p(r)(x,y). Vyraz (8.54) predpoklada zna-
lost sméru hrany. Neni-li smér znam, lze vypocitat diference ve sméru os x a y, kterych pak pouzijeme
stejné, jak bylo popsano u metody gradientni. Pro diference a velikost hrany mame
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x(r)(x,y)=f(r)(x+r,y)—f(r)(x—r,y), }Er)(x,y)=f(r)(x,y+r)—f(r)(x,y—r), (8.55)

e (x.y)= \/ [FO] A0 e] (8.56)

pro které lze stfedni hodnotu obrazové funkce vyjadrit jednoduse vztahem

JAKESY =[ DN (u,v)] /(2r+1)2- (8.57)

U=X—FV=Yy—F

Volba poloméru okoli » zaslouzi pozornosti. Jestlize je polomér ptili§ maly, pak neni v procesu pri-
meérovani dostateéné vyhlazen vzorek textury, coz zptiso-

hrana buje detekci faleSnych hran. Ptilis velky polomér naopak
zpusobi, ze nejsou detekovany kratké hrany. Je proto vy-

hodné stanovit polomér okoli na zakladé velikosti nejmen-

Siho objektu, ktery ma byt detekovan. Volbu je zpravidla

nutné overit experimentem. Nazna¢me na zaveér jesté jeden

y ponékud komplikovangjsi postup pro detekci hran z textury.
Uvazujme bod (x,y) a jeho dv¢ okoli tak, jak bylo naznaceno

na obr. 8.15. Pro obé okoli sestrojime normalizované histo-

gramy p,(z), pr(z) jast. Usuzujeme, Ze rozdilné histogramy

x implikuji existenci hrany v bodé (x,y). Miru rozdilnosti
Obr.8.15. Ke stanoveni hrany obou histogramii  lze ur¢it napf. ze vztahu
na zékladé textury. J.[pL(Z)— pp(z)]2 dz.

8.1.6 Hledani hran v barevnych obrazech

Az doposud jsme predpokladali, ze zpracovavany obraz je v kazdém misté charakterizovan jedinou
skalarni hodnotou - urovni jasu. Mame-li hledat hrany v barevnych obrazech, mtizeme je pted zpraco-
vanim prevést na ¢ernobilé a dale je zpracovavat diive popsanymi postupy. Nevyhodou tohoto ptistu-
pu je ovSem ztrata jisté ¢asti informace. Proto miize byt nekdy vyhodné zpracovavat barevné obrazy
ptimo, bez jejich ptevodu na obrazy cernobilé. Predpokladejme, Ze barva kazdého bodu obrazu je po-
psana trojici r,g,b intenzit ¢ervené, zelené a modré barevné slozky. Barevny obraz je tedy popsan
vektorovou obrazovou funkei

f(x,y)=(r(x, »), g(x,¥).b(x, »)). (8.58)

Pro stanoveni hran v barevnych obrazech mizeme upravit napft. jiz dfive popsanou gradientni metodu.
Jako velikost hrany miZzeme vzit napt. hodnotu

e(x,y) = \/|grad(r(x, y))|2 + |grad(g(x, y))|2 + |grad(b()c,y))|2 . (8.59)

Za smér hrany mizeme povaZovat smér kolmy k vektoru

g(x, y) = grad(r(x, y)) + grad(g(x, y)) + grad(b(x, y)) - (8.60)

Pti praktické realizaci uvedenych vztahl opét nahradime derivace diferencemi. Na zavér pozname-
nejme, ze podle nasich zkusenosti jsou vysledky ziskané analyzou barevnych obrazi sice jednozna¢né
lepsi nez v pripadé prevodu na obraz Cernobily, avsak toto zlep$eni neni vzdy tak vyznamné, aby vy-
vazilo komplikace pfi vypoctu.
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8.2 Spojovani hran

Hranové operatory z ptedchozi podkapitoly urc¢ovaly velikost a pripadné i smér hrany jednotlivé v
kazdém bodé obrazu, tedy lokalné. To je ovSem ponékud v rozporu s intuitivni piedstavou hran jako
delsich souvislych usecek pripadné kiivek v
obrazech. Hrany chapané timto druhym
zpisobem nazyvame v této podkapitole
globalnimi hranami. K nalezeni globalnich
-~ it e B B~ hran lze vyuzit vysledkd poskytovanych

e ST lokalnimi operatory, které jsou vSak dale
Y AP Zpracovany v procesu tzv. spojovani hran.
Proces spojovani je ilustrovan na obr. 8.16.
Ve vyobrazeném ptipadé umoziuji lokalne
stanovené velikosti a sméry hran snadno
Obr.8.16. Prolozeni globalni hrany. prolozit hranu globalni.

8.2.1 Heuristické sledovani hrany

V heuristickych metodach sledovani hrany jsou globalni hrany predpokladany ve tvaru usecky nebo
kiivky (Casto se napf. jedna o kruhovy oblouk). Vstupni informaci pro tyto metody je obraz, v némz je
pro kazdy pixel stanovena velikost a ptipadné i smér hrany. Takovy obraz Ize ziskat pomoci nékterého
z lokalnich hranovych operatori. Nékdy se také mtize jednat o naskenovany obraz technického vykre-
su, v némz jsou ¢ary po naskenovani upraveny ztenéovanim. Heuristické sledovani globalni hrany za-
hrnuje zpravidla nasledujici kroky: 1) nalezeni pocatecniho bodu globalni hrany, 2) predikce polohy
nasledujiciho bodu, 3) hledani bodu hrany v okoli predikované polohy, 4) urceni nasledujiciho kroku
algoritmu. Jednotlivé kroky popiSeme dale podrobngji.

Nalezeni pocatecniho bodu globalni hrany: V tomto kroku nalezneme postupnym prohledavanim
vstupniho obrazu néktery bod globalni hrany. Je nutné, aby tento bod byl detekovan spolehlive, coz
lze zajistit volbou vysoké hodnoty prahu. Jestlize je k dispozici také smér hrany, lze této informace
pouzit pro predikci polohy druhého bodu hrany. Neni-li smér k dispozici, hledime druhy bod hrany
mezi viemi sousedy bodu prvniho.

Predikce polohy nasledujiciho bodu: Jestlize jiz bylo nalezeno nekolik predchozich bodid hrany, pak
lze na zakladé této znalosti a na zakladé ocekavaného tvaru hrany (Gsecka, kiivka) odhadnout polohu
nasledujiciho bodu. Podle ocekavaného tvaru globalni hrany prolozime doposud nalezenymi body
ptimku nebo kiivku. K proloZeni se Casto pouziva metody nejmensich ctvercli. Prolozenim snadno
ziskame predikci polohy nasledujiciho bodu. Pro stanoveni okoli, ve kterém ma byt nasledujici bod
hledan, se pouzivaji rtizné heuristické vztahy, které se opiraji o tivahu, Ze ¢im vice bodt hrany bylo jiz
nalezeno a ¢im kvalitnéji Ize predpokladany tvar nalezenymi body prolozit, tim je odhad polohy na-
sledujiciho bodu jistéjsi, a prohledavané okoli mize byt proto mensi. Predikovat lze rovnéz ocekava-
nou velikost lokalni hrany, coz umoznuje stanovit vhodnou velikost prahu, ktery bude v nasledujicim
bodé¢ pro rozhodnuti o existenci hrany pouzit.

Hledani bodu v okoli predikované polohy: Bod hrany hledame v oblasti, jejiz poloha a velikost byly
stanoveny predikci. Jestlize je ve stanoveném okoli nalezeno vice vyhovujicich bodd, lze vybrat nej-
lepsi z nich (tj. bod, ktery je blizko predikované polohy a v némz je vysoka velikost hrany).

Uréeni nasledujiciho kroku: Je nutné rozhodnout, zda lze ve sledovani globalni hrany pokraovat nebo
zda ma byt sledovani ukonceno. Jestlize je ve stanoveném okoli nalezen bod, ktery dostate¢né piesné
odpovida predikci a jestlize lze predpokladany tvar hrany prolozit dosud nalezenou mnozinou bodi
dostate¢né kvalitng, Ize ve sledovani pokracovat. Jinak je nutné sledovani ukoncit. Kvalitu prolozeni
1ze hodnotit napt. pomoci maxima vzdalenosti nalezenych bodl od prokladané kiivky.

Po ukonceni sledovani jedné hrany prechazi algoritmus na sledovani hrany nasledujici. Hrany, které
jiz byly nalezeny, jsou ze vstupniho obrazu odstranény, aby nebyly detekovany opakované. Metody
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pracné feseni fady drobnych detaili.

Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, Ze jednou z moznosti, jak popsat extrahované kiivky, je po-
uzit tzv. Freemanova kodu. Ve Freemanové kodu je kiivka popsana od jednoho ze svych koncti. Po-
stupné jsou zapisovany kody sméri tak, jak kiivka postupuje od jednoho pixelu k pixelu nasledujici-
mu. Kodovani smértt ukazuje
obr. 8.17. Priklad kdodovani
37211 | kiivky je uvedgn na obr. 8.18.
Extrahované kiivky lze ovSem
také popsat pomoci usecek a
5067 obloukii (kruhovych nebo pa-
rabolickych), které jimi lze
prolozit. Nékdy je popis po-
moci Freemanova kédu mezi-
stupném k ziskani uvedeného
popisu.

Obr.8.17. Kodovani smérit  Obr.8.18. Kédovani tvaru kiivky po-
ve Freemanové kodu. moci Freemanova kodu (0001221012).

8.2.2 ProloZeni primky a kfivky

V tomto odstavci ukdzeme, jak lze metodou nejmensich ¢tverc prolozit danou mnoZinou bodt piim-
ku, kruznici nebo kruhovy oblouk. Zamétime se nejprve na ptfimku. Rovnici pfimky uvazujeme ve
tvaru o + By +v = 0. Predpokladejme, ze B # 0, a délme rovnici touto hodnotou. Dostane rovnici ax +
y+c¢=0. Pfimka ma byt proloZena » body. Soutadnice i-t¢ho bodu ozna¢me x,,y;. Hodnota €; = ax; +y;
+ ¢ je umérna vzdalenosti i-tého bodu od ptimky. Hodnoty a,c lze stanovit z podminky, aby soucet
¢tverct hodnot €; byl minimalni. Hledame tedy minimum vyrazu

€= Zs _Zax,.+y,.+c)2. (8.61)
i=1

Obvyklym postupem, kdy polozime Be/aa =0 a de/dc = 0, obdrzime nasledujici vysledek

n n n n
S Eyl—nz,xy, DIEDESEDIEDNL

a= i=l =l , c= i=l =1 i=1 i=1 . (862)
5 n n 5 n
i=1 i=1 i=1 i=1

Dosazena hodnota € uréuje kvalitu prolozeni. Pokud by pro prokladanou pfimku platilo § =0, pak ne-
Ize provést déleni rovnice piimky hodnotou . V takovém ptipadé Ize ovsem délit hodnotou o, coz
dava rovnici x + by + ¢ = 0. Tento piipad lze fesit analogicky jako ptipad predchozi. Vysledné vztahy
pro b,c vychazeji podobn¢ - posta¢i zaménit a za b a prohodit x; a y;. V praxi zpravidla dopfedu nevi-
me, ktery z obou piipadi nastane. Mizeme proto vypocitat hodnoty jmenovatele ve vzorcich pro ob¢
varianty a pouZit tu, pro niz je absolutni hodnota jmenovatele vétsi.

Pii proloZeni kruznice vyjdeme z rovnice kruznice (x — a)? + (v — b)? — r2 = 0, kde a,b jsou hledané
soufadnice stiedu kruznice a r je jeji polomér. Metodou nejmengsich ¢tvercii lze snadno odvodit fesent,
kdy minimalizujeme soucet ¢tvrtych mocnin vzdalenosti zadanych bodi od prokladané kruznice. Mi-
nimalizujeme tedy hodnotu

2 2 2
e= Z X, —a +(y; =) - . (8.63)
Polozime-li de/da= 0, de/db =0, 88/8r =0, pak po zdlouhavém vypoctu obdrzime vysledek
= l(naz—2aix.+ix.2+nbz—2biy.+iy.2) (8.64)
h i i M
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Zn:xi3+zn:xyi2 ZxZZx Zy?Zx 2b(2xy, Zx Zyl

a= i=1 i=1 l 1 i=1 l 1 i=1 l 1 i=1 , (865)
2[2x3—;(2x,-)2]
i=1 i=1
b=A+B+C, (8.66)
D
1 & n n
kde A:(;lezyz Z yl)(zx +Z'xyl)1

B:%(zxiyizxi 2 Z Z +Zy’)’
=l i=l =l =l =l i=1
C=(Xx -1y 5 TN +Zy,x,),
i=1 i=1

i=1

D= 2[(Zy, ——[zy,] )(Zx ——[Zx )~ (zx Yi— Zx Yurl.
l 1 i=l
Prolozeni kruznice nebo kruhového oblouku mize byt uzite¢né i tehdy, jestlize kiivky, které z obrazu
extrahujeme, nemaji tvar kruznice. ProloZzenim kruznice né€kolika po sobé jdoucimi body kiivky ma-
zeme ziskat aproximaci oskula¢ni kruznice. Pievracena hodnota poloméru oskula¢ni kruznice je rovna
kiivosti kifivky. Pribéh kiivosti podél kiivky je vyznamnou informaci, ktera, jak ukazeme v kapitole 9,
milZe byt vyuzita i pfi rozpoznani.

8.2.3 Houghova transformace

Predpokladejme, Zze jsme jiz pomoci nekteré z metod z podkapitoly 8.1 rozhodli, které body obrazu
povazujeme za body hran. Nyni chceme ovétit, zda jsou body hran v obraze polozeny tak, ze nazna-
¢uji existenci piimek ((secek) v obraze. Metoda, kterou zde popiSeme, byla navrzena Houghem a
pozdéji zdokonalena Dudou a Hartem (Duda 72). Metoda je znama pod nazvem Houghova transfor-
mace. Uvazujme rovnici pfimky ve tvaru (obr.8.19)

p=xcos@+ ysinQ. (8.67)

Pro pfimku prochazejici bodem () reprezentovanym
vektorem (xg, yo) pak plati p = xp cos @ + yp sin @.
UvaZzujme nyni prostor ¢,p. V tomto prostoru odpovi-
. . da kazdé ptimce prochazejici bodem @ jediny bod.
0"5 ' 1?0\ X Svazku piimek prochazejicich bodem Q pak v tomto
prostoru odpovidé sinusoida p =xp cos @ + yp sin Q.
Méjme nyni v obraze napt. body 4,B,C,D,FE, které lezi
na pifimce (obr.8.19). Svazkiim moznych pfimek v
téchto bodech odpovidaji v prostoru @,p sinusoidy
A,B,C.D,E (0br.8.20). Obrazem ptimky, na které lezi
body 4,B,C,D,E (tedy ptimky, ktera je spolecna vsem
svazkiim), je v prostoru @,p bod, v némz se sinusoidy

Obr.8.19. Houghova transformace.
Body lezici na pfimce.

A,B,C.D,E protinaji.
1 C Dosud provedené tivahy vedou k nasledujicimu po-
B stupu vypoctu. Rozd¢lme prostor @,p na oblasti.

= = = Necht” napi. dvojice (i,j) oznacuje v prostoru @,p ob-
Obr.8.20. Bodiim lezicim na ptimce déInikovou oblast, pro niz plati @1 <@ <@;, p -1 <p
odpovida v prostoru @,p priseéik simusoid. < p;- Zaved'me nad takto diskretizovanym prostorem
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@,p dvourozmérny histogram /(i,j). Poc¢atecni hodnota A(i,j) je pro vSechna (i,/) nula. Nyni probirejme
viechny pixely obrazu. Pro kazdy pixel Q = (xp.yp), kde v obraze nalezneme hranu (pfedpokladame,
Ze nezname jeji smér), sestrojime v prostoru
p MTiTti+l o,p sinusoidu (obr. 8.21). Pfi tom v histo-
gramu inkrementujeme hodnoty A(i,j) pro ty
oblasti (i), kterymi sinusoida prochazi. Po
skonceni tohoto procesu /4(i,j) = n popisuje
1 skute¢nost, Ze na pfimce charakterizované
T hodnotami @e(@,_1.¢,). pe{p;-1.p;) lezi v
; obraze n bodi, které byly povazovany za
AT hrany. Pomoci Houghovy transformace tak
& muizeme zjistit, Ze v obraze lezi v jedné
@ pfimce vysoky pocet bodd hran. V pripade
Obr.8.21. Bodim lezicim na pfimce odpovida potieby je toto zjisténi mozné dale doplnit
vysoka hodnota v histogramu. analyzou, jak jsou detekované body rozloze-

ny podél nalezené ptimky.
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Jestlize v jednotlivych bodech obrazu dokdazeme hranu nejen detekovat, ale také dostatecné spolehlive
urdit jeji smer, pak lze popsanou metodu zjednodusit. Necht' (x,y) je bod hrany a y smér hrany v
tomto bod¢. Potom podle vztahu p =x cos(y—m/2) + y sin(y—m/2) mizeme ihned vypocitat odpovidaji-
ci hodnotu p. V tomto piipadé tedy misto generovani sinusoidy generujeme pouze jednotlivé body a
histogram inkrementujeme pouze v jediné oblasti. Na zavér poznamenejme, ze Houghovu transforma-
ci Ize zobecnit také na kiivky. Protoze pocet hledanych parametrt kiivky udava pottebny rozmér his-
togramu, jedna nejcastéji o kiivky se dvéma, nejvyse tiemi parametry.

8.3 Detekce oblasti

V podkapitole 8.1 jsme popsali metody segmentace obrazu, které byly zalozeny na detekci hranice
oblasti. Jina skupina metod se zamé&fuje piimo na vyhledavani celych oblasti v obraze. Oblasti jsou
vyhledavany na zakladé jistym zplisobem zvoleného kriteria homogenity oblasti. Takovym kriteriem
mohou byt napt. konstantni nebo dosti blizké hodnoty jasu, barvy, pokryti stejnou texturou atd. Proto-
ze ze znalosti hranice dokazeme urcit také vnitiek oblasti a naopak, zda se, ze by metody zalozené na
detekci hranic i metody zalozené na detekci celych oblasti mély byt vzajemné rovnocenné. Uz na obr.
8.1 jsme vSak naznacili, Ze tomu tak v praxi nemusi vzdy byt. Metody zaloZené na detekci oblasti jsou
¢asto uptednostiiovany u dosti zaSumélych obrazii, kde by detekce hranic byla nespolehliva. Metody
detekce oblasti 1ze rozde€lit do tii zakladnich skupin: 1) detekce prahovanim, 2) detekce narlstanim
oblasti, 3) detekce délenim oblasti. V nasledujicich odstavcich tyto metody popiSeme podrobné;ji.

8.3.1 Prahovani

Prahovani je nejjednodussi metodou detekce celych oblasti v obraze. V nekomplikovanych pripadech
se pii tom vsak soucasné jedna o metodu rychlou a spolehlivou. Vysledkem prahovani je binarni ob-
raz, v némz je bodim (pixeliim) nalezenych oblasti obvykle ptifazena hodnota 1, zatimco zbyvajicim
bodim (bodim pozadi) je pfifazena hodnota 0. Pfi prahovani se vychazi z piedpokladu, ze body hle-
danych oblasti maji stejny nebo dosti podobny jas. Jedna z moznych realizaci prahovani spociva v
tom, ze pixel je oznaCen jako bod oblasti, jestlize jeho jas padne do intervalu (a,b). Velmi Casto je v
rozhodovacim kriteriu pouzita pouze jedina hodnota ¢ - tzv. prah. Body, jejichz jas je vyssi nez hod-

svwvr

jako body pozadi (ptipadn€ naopak). Prahovani se tedy dé¢je na zaklade piedpisu

g(x,y)={l’ S(v.y)e{ab) nebo g(x.y)= {1’ f(x,y)Zt. (8.68)

0, jinak 0, jinak
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Uspé&snost prahovani zavisi na znalosti spravné hodnoty prahu. Jestlize tuto hodnotu nezname, je
mozné pokusit se ji stanovit na zakladé informaci ziskanych z obrazu, ktery ma byt segmentovan. Pro
obrazy s bimodalnim histogramem (histogramem se dvéma vrcholy) jasu se napf. ¢asto doporucuje
volit jako hodnotu # prahu hodnotu, v niz histogram
dosahuje mezi obéma vrcholy minima (obr. 8.22).
i Lze snadno domyslet, Ze tato heuristicka metoda ma
racionalni zaklad. Ptedpoklada totiz, ze v obraze
existuji dva druhy pixelt: pixely nalezici hledanym
oblastem a pixely nalezici pozadi. Oba druhy pixelt
jsou pfi tom relativné ¢etné a maji dosti odlisny jas,
coz v histogramu dava vzniknout zminénym dvéma
vrcholim. Nejsou-li na druhé stran¢ uvedené pied-
prah Jas poklady splnény, nemusi byt vysledky metody uspo-

Obr.8.22. Bimodalni histogram jasu. kojivé. Ne vzdy je také histogram bimodalni.

Cetnost

V ptipadech, kdy je obraz sice kontrastni, avSak v rtiznych svych ¢astech ma nerovnomérnou urovei
jasu, nelze ¢asto najit jedinou hodnotu prahu tak, aby vyhovovala pro vSechny ¢asti obrazu. V tako-
vém ptipadé lze pouzit prahovani s proménnou hodnotou prahu, kdy se pro rtizna mista obrazu pouzi-
va riznych hodnot prahu. Metodu lze realizovat tak, Ze se obraz rozdé¢li na nékolik casti a pro kazdou
se najde individualni hodnotu prahu. Je-li histogram urovni jasti vySetiované ¢asti obrazu bimodalni,
lze hodnotu prahu stanovit napt. postupem popsanym v pfedchozim odstavci. Jestlize ve vySetfované
¢asti obrazu velmi ptevazuji bud’ body oblasti nebo body pozadi, pak hodnotu prahu z histogramu
uvazované ¢asti obrazu spolehlivé stanovit nelze. V takovém ptipadé Ize hodnotu prahu stanovit napt.
jako primér hodnot prahti z ptilehlych oblasti.

Ukazeme dale diimysIngjsi metodu stanoveni prahu, ktera je zalozena na minimalizaci rizika a na vy-
uziti poctu pravdépodobnosti. Predpokladejme, ze jasy pixelt oblasti, které maji byt detekovany, maji
normalni rozlozZeni hustoty pravdépodobnosti p(z) se stfedni hodnotou @ a smérodatnou odchylkou ¢
(obr.8.23). Podobné piedpokladame, ze také jasy
(2 pixeld pozadi maji normalni rozlozeni hustoty prav-
a2 dépodobnosti ¢(z) se stiedni hodnotou v a sméro-
datnou odchylkou 7T (pfisn¢ teoreticky vzato nemo-
hou byt ovSem rozloZeni normalni, protoze praktic-
‘ | | ky jsou jasové trovné nenulové pouze v jistém in-
\% t u z tervalu; mize se vSak jednat o dobré ptiblizeni).
Dale predpokladejme, ze podil pixeld hledanych
oblasti na celkovém poctu pixeld obrazu je 0 a ze
plati u > v. Pfedpokladejme nyni, ze zvolime prah .
Oznacme P(f) pravdépodobnost jevu, Ze bod hledané oblasti bude nespravné vyhodnocen jako bod
pozadi. Dale ozna¢me (X¢) pravdépodobnost jevu, Ze bod pozadi bude spravné vyhodnocen jako bod
pozadi. Pak 1 — Q(¢) je pravdépodobnost, ze bod pozadi bude nespravné vyhodnocen jako bod oblasti.
Pro pravdépodobnosti P(f) a O(f) mame (obr.8.23)

P(r)= j p(z)dz,  O()= jq(z)dz. (8.69)

Obr.8.23. Stanoveni prahu
minimalizaci chyby.

Dale musime uvazit, ze pomérné zastoupeni bodil objektu v obraze je 6 a pomérné zastoupeni bodu
pozadi v obraze je (1-0). Vysledna pravdépodobnost chybné klasifikace je pak

e=0P(r)+(1-0)[1- 0(¢)]. (8.70)
K nalezeni minima vyraz (8.70) derivujeme a derivaci polozime rovnu nule. Dostaneme
de . OP(1) 20(¢)
—=0—-—-(1-0)——==0p(r)—(1-6 =0. 8.71
ot ot (1-6) ot p(1)=(1=0)a(t) (871
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Odtud mame (l - G)q(t) =0p(1). (8.72)

Podle predpokladu maji hustoty pravdépodobnosti p(z) i g(z) normalni rozlozeni. Je tedy

I - R B
f)= , t)= 8.73

p( ) oN2T P 202 q( ) w2n P 21? (8.73)

Dosazenim vztahii (8.73) do (8.72) a logaritmovanim mame

(t=v) (=)
In(1-6)-Int- g =ln0-Inc- ol (8.74)
Po upravé dostaneme 72 (t - u)z -’ (t - V)2 =201’ an . (8.75)
G pa—

Vyraz (8.75) je kvadratickou rovnici pro ¢. K feSeni je zapotiebi znat hodnoty W,6,v,7,0. Pov§imnéme
si blize jeste ptipadu, kdy 0 =1/2 a ¢=1. V tomto pfipad€ se rovnice 8.75 zjednodusi na tvar

(t—n) =(r=v). (8.76)
Regenim rovnice (8.76) je intuitivng o&ekavana hodnota 7 = ( n+v)y/2.

8.3.2 Metoda spojovani oblasti

Metody zalozené na spojovani zacinaji pracovat s malymi oblastmi (dokonce napt. i s jednotlivymi
pixely), které postupné spojuji do ve€tsich oblasti. Proces se iterativné opakuje tak dlouho, dokud
v obraze existuji oblasti, které lze spojovat. Obvyklymi kriterii, ktera jsou uplatiiovana pti rozhodova-
ni, zda Ize dv€ sousedici oblasti spojit do jediné vétsi oblasti, jsou nasledujici: Ob& oblasti by mély
mit stejny nebo podobny jas, barvu, texturu atd. Mezi obéma oblastmi by neméla byt zfetelna hrana
(existence slab¢ zietelné nebo prerusované hrany mezi obéma oblastmi se n¢kdy ale ptipousti). Spoje-
ni oblasti je tim vice Zadouci, ¢im veétsi je délka, podél niz se oblasti vzajemné dotykaji (délka se mefi
relativné vzhledem k rozm&riim oblasti). Spojeni mize byt naopak nezadouci v ptipadé, Ze by spoje-
nim vznikla oblast nevhodného nebo neo¢ekavaného tvaru. Metodam zalozenym na spojovani oblasti
byla v minulosti vénovana zna¢na pozornost. Testovani vyse uvedenych kriterii bylo realizovano riz-
nymi heuristickymi postupy. Metodu spojovani oblasti je mozné povazovat za metodu Gc¢innou. Je

NE 24

8.3.3 Metoda déleni oblasti

Tato metoda zpravidla zacina s jedinou oblasti tvofenou celym obrazem a dale opakované provadi jeji
déleni na dil¢i oblasti. Proces déleni pokracuje tak dlouho, dokud neni ve v8ech vzniklych oblastech
dosazeno splnéni kriteria homogenity. Dale uvedeme dva ptiklady kriteria homogenity.

Déleni oblasti modalni metodou: Casto pouzivanym prosttedkem k posouzeni homogenity oblasti je
histogram n¢které jeji vlastnosti (napt. histogram Grovné jasi). Vychazi se z predstavy, Ze jestlize
histogram obsahuje dva nebo vice vrchold (je bimodalni nebo multimodalni), pak je vysetfovana ob-
last nehomogenni a je nutné ji rozdélit. K rozdéleni lze opét vyuzit znalosti histogramu. Napf. u bi-
modalniho histogramu lze za délici prahovou hodnotu zvolit hodnotu, ktera odpovida ,,adoli” mezi
obéma vrcholy (obr. 8.22). Provedeme-li prahovani oblasti s touto hodnotou prahu, je oblast rozdélena
na dvé nebo vice novych oblasti. U multimodalnich histogrami Ize provést déleni bud’ na zaklad€ vét-
$iho poctu prahii nebo Ize vybrat jediny prah odpovidajici nejvyznamnéjsimu ,,adoli* v histogramu a
déleni provadét nékolikrat. Druhy postup byva povazovan za spolehlivejsi. Proces dé€leni konéi, kdyz
histogram kazdé oblasti obsahuje nejvyse jeden vrchol.

Déleni oblasti metodou diskriminantu: Existence nehomogenit v oblasti se ne vzdy projevi tim, Ze je
histogram (napf. jasovych urovni) bimodalni. V takovém ptipadé¢ je nutné hledat jina kriteria. V (Otsu
78) byla napt. prezentovana metoda, ktera pouziva diskriminacniho kriteria. Pfedpokladejme, Ze pra-
cujeme s urovnémi jasu 1.,2,..., L. Uvazujme oblast, ktera ma » pixelt. Oznacme n; pocet pixelil oblas-
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ti, které maji jas i. Dale zaved’'me p; = n;/n. Stfedni hodnota a rozptyl jasti v uvazované oblasti jsou
popsany vyrazy

L L
w=Yip. o= (i-up. (8.77)
i=1 i=1

Vysoka hodnota ¢ naznaduje, ze je nutné oblast rozdélit. Dé&leni oblasti provedeme prahovanim
s prahem ¢. Stanoveni prahu je cilem nasledujici avahy. Pocet pixell s jasem mens$im nebo rovnym ¢
oznaéme m, pocet pixeld s jasem vét§im nez 1 oznaCme my (m+ my = n). Zaved'me wy = my/n, wy =
my/n. Stredni hodnota a rozptyl jasu pro oblasti s jasem niz$im (vy$§im) nez ¢ je

- ip; S (i-w) *p; & ip; o2 < i—Mzz Di
=YL, o=yt =y zzZ . (8.78)
=1 M i=1 i=t+1 "2 i=t+
Pro rozptyl &?,, uvnitf tfid a rozptyl 6?5 mezi tiidami plati (Otsu 78)
2 2 2
G, = WG] +,03.  Op = wi(iy — W) + Wz(!vlz —u ) = wwy (L — o) (8.79)

Neznamou hodnotu prahu uréime tak, aby minimalizovala 62, nebo maximalizovala 62;. ProtoZe plati
62, + 0%, = 62, jsou obé kriteria ekvivalentni. Nevyhodou této jinak pékné metody je, Ze se pii stano-
veni hodnoty prahu nelze vyhnout iteraénimu procesu.

8.4 Detekce rohu

Nékdy se dalsi zpracovani obrazu mtize opirat o nalezeni rohti (vrcholil) oblasti, coz mtize byt vyhod-
né zejména z nasledujicich divodi: 1) Rohy byvaji bohat¢ zastoupeny v obrazech scén vytvorenych
¢lovékem i v obrazech scén ,,ptirodnich®. 2) Polohu rohti lze v obrazech zpravidla jednoznacné urcit.
3) Rohy v obrazech ¢asto koresponduji s rohy (vrcholy) skute¢nych trojdimenzionalnich objekti, ce-
hoz Ize vyuzit napft. pii rekonstrukci scény. Uvazujme obraz ve stupnich Sedi a vySetfujme pribeh kii-
vosti plochy popsané obrazovou funkci. Je zifejmé, Ze v misté rohu neni kiivost v zadném sméru nulo-
va (to je rozdil ve srovnani s hranou). Detektory rohti jsou ¢asto zalozeny na uvedeném pozorovani.
Dale uvedeme dva ptiklady detektora.

8.4.1 Kitchen-Rosenfelduv detektor rohu

Tento detektor byl publikovan v (Kitchen 82). Necht” /(x,y) oznacuje jas obrazu v bodé x,y a necht’ I,
L, I, I,,, I, jsou derivace funkce . Autofi navrhuji v kazdém bod€ obrazu pocitat hodnotu

Yy:
2 2
ooty Ly I =20 L
L+1

(8.80)

a ukazuji, Ze uvedena hodnota je umérna velikosti kiivosti a velikosti gradientu obrazové funkce
v uvazovaném bod¢. Bod (x,y) lze povazovat za roh, jestlize je v ném hodnota & dostatené vysoka.
8.4.2 Harrisuv detektor rohu

K nov¢&jsim detektorim roht patii detektor navrzeny Harrisem a Stephensem (Harris 88). V piipadé
tohoto detektoru konstruujeme v kazdém bod¢ obrazu matici

(.)) (11)

M(x, )= 2 |- (8.81)
(11,) ()
Lomené zavorky oznacuji konvoluci s Gaussovou funkci:
(W »)=v(x.2)*[G(x)G(»)]. (8.82)

kde znak * oznacuje konvoluci a G(u) je Gaussova funkce

90



~ \2no 26°

2
G(u)= ! exp(— ul J (8.83)

Volba hodnoty ¢ ovliviiuje citlivost detektoru. Derivace ve vztahu (8.81) jsou v praxi aproximovany
diferencemi. K rozhodnuti, zda dany bod (x,y) lze povaZovat za roh, lze vyuzit funkce (Harris 88)

cor(x,y)= det(M(x, y)) —0.04 - trace? (M(x, y)) . (8.84)

Bod (x,y) povazujeme za roh, jestlize jsou splnény nasledujici dvé podminky: 1) cor(x,y) je vétsi nez
n&jaka predem stanovena hodnota; 2) hodnota cor(x,)) je nejvétsi v okné o pfedem definovanych roz-
mérech (okno je svym prostfednim pixelem umisténo do bodu (x.y)).

8.5 Zpracovani binarnich obrazia

Binarnim obrazem nazyvame takovy obraz, v némz obrazova funkce v kazdém bodé (v kazdém pixe-
lu) nabyva jedné ze dvou moznych hodnot. Binarni obrazy jsou zpravidla vysledkem metod provadé-
jicich segmentaci obrazu (v pixelech nalezicich objektiim napt. obrazova funkce nabyva hodnoty 1, v
pixelech pozadi nabyva hodnoty 0). Pfed tim, nez jsou binarni obrazy analyzovany, lze je zpracovat
nékterym ze specialnich postupi, které dale ve stru¢ném piehledu popiseme.

8.5.1 Matematicka morfologie

Tvircem matematické morfologie je Serra (Serra 82). Z pomérné nedavnych publikaci zabyvajicich se
touto problematikou uved’'me alespoii praci (Dougherty 92). Teorie matematické morfologie je dosti
obsahla, a proto miiZzeme v tomto textu uvést pouze zakladni informace. Ozna¢me B vstupni binarni
obraz. Dale budeme pracovat s pomocnym binarnim obrazem S. Vyznam tohoto pomocného obrazu
bude obdobny jako vyznam masky u konvoluce -
budeme jej postupné piikladat na rtizna mista
S obrazu B. Oznaleni S,, budeme pouzivat pro
111 obraz, ktery vznikne translaci pomocného obra-
1

1

11 zu S tak, aby pocatek obrazu S padl do bodu o
souradnicich (x,y) (obr.8.24). Zakladnimi ope-
1 racemi matematické morfologie jsou eroze a di-
latace. Tyto operace jsou definovany nasleduji-
cimi vztahy (obr.8.25)

— = =] »n
—
—

B

X
Obr.8.24. K vyznamu masky u mor- E=B®S= {x, y Sx,y c B}, (8.85)

fologickych i
Ologlckych operac] D=B®S={x,ny’ymB¢®}. (8.86)

Vysvétleme podrobnéji vyznam vztahu (8.85). Erozi binarniho obrazu B za pouziti masky S vznikne

obraz E, ktery je opét binarni. Predpokladejme, ze jednotlivé body binarniho obrazu nesou hodnotu 0

nebo 1. V bodé o soutadnicich (x,y) je v obraze E hodnota 1, jestlize je v obraze B hodnota 1 alespoi

na téch mistech, kde je hodnota 1 v masce S,,. Jinak je v obraze E v bod¢ o soufadnicich (x,y) hod-

nota 0. Ve vztahu (8.85) jsou obrazy formalné reprezentovany jako mnoziny - jedna se o mnoZziny pi-
xelli nesoucich hodnotu 1. Analogicky by bylo
mozné interpretovat také vztah (8.86).

Plivodni tvar Dilatace Eroze ey o .
Dal$imi Casto pouzivanymi operacemi matema-

tické morfologie jsou otevieni a uzavér. Otevie-
ni je definovano jako eroze nasledovana dilataci
(vztah 8.87). Uzavieni je naopak dilatace nasle-
dovana erozi (vztah 8.88). Mame tedy

BoS=(B®S)®S, (8.87)
BeS=(B®S)®S. (8.88)

Obr.8.25. Dilatace a eroze.
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Z definice je ziejmé, Ze otevieni eliminuje malé a tenké objekty a rozdéluje objekty v mistech, kde
jsou tenké. Uzavieni naopak vyplituje malé a tenké diry v objektech a spojuje objekty, které lezi bliz-
ko sebe. Poznamenejme, Ze nékdy miize byt vyhodné pouzit vétsiho poctu otevieni nebo uzavieni po
sobé. Alternativné miize také byt otevieni a uzavieni realizovano tak, ze je pouzito vétSiho pocétu ope-
raci eroze a stejného poctu operaci dilatace.

8.5.2 Ztencovani

Cilem ztencovani je reprezentovat objekty v obraze jako linearni utvary (obr.8.26). Ztencovani miize
byt realizovano pomoci opakované provadéné eroze (tj. opakovanym odstrafiovanim krajnich pixelt
z objektu). Postup provadéni kazdého erozniho kroku je pfi
tom modifikovan tak, aby nedoslo k poruseni souvislosti ob-

ﬁ L|_| I_| jektu. Pfi praktickém vypoctu jsou dle vztahu (8.85) nejprve
detekovany pixely objektu kandidujici na to, ze do nich bude

—|_|_| zapsana hodnota 0 (tj. budou z objektu odstranény). Tato
hodnota je pak ale skutecné zapsana jen do nékterych

— z kandidujicih pixelt. Pixely jsou vybrany tak, aby zapisem

hodnoty 0 nedoslo k rozdéleni zbyvajici ¢asti objektu na vice
Obr.8.26. Objekt pred a po ztenéeni.  Casti. Proces opakovaného provadeéni eroze pokracuje tak
dlouho, dokud lze néjaké pixely odstraiovat.

8.5.3 Kostra

Také v pripadé kostry je cilem popsat tvar plogného objektu pomoci linearnich tvari. Casto se uvadi
(Fu 86, Castleman 96) nasledujici neformalni definice kostry: Predstavme si oblast, jejiz kostru hle-
dame, jako travnik. Jestlize travnik po celém jeho okraji za-
palime a bude-li se ohen S§ifit vSemi sméry stejnou rychlosti,
pak mnozinu bodt, kde se setkaji ,,rizné ohné* nazveme kost-
rou. Kostrou oblasti ve tvaru kruhu je jeho stfed. Priklad na
obr. 8.27a ukazuje kostru obdélnika. Na obr. 8.27b je uveden
ptiklad naznacujici obtize, které vzniknou pii doslovné apli-
a) b) kaci fifive uvveder{é c’leﬁnicaev kos:cry. Ackoli mavly V}'/St}lpelf na
pravé strané obdélnika mize byt pouhou nepiesnosti zpiso-
Obr.8.27. a) Kostra obdélnika. b) ~ benou digitalizaci, vysledna kostra se dosti lisi od kostry ide-
Vliv chyby zptsobené digitalizaci. ~ 4lniho obdélnika. Pfi praktick¢é implementaci algoritmii pro
stanoveni kostry je zpravidla zapotiebi tyto jevy potladit.

8.5.4 Indexovani

Pro dalsi zpracovani binarniho obrazu mize byt nékdy vyhodné provést tzv. indexovani oblasti. Inde-
xovanim rozumime, zZe kazdé¢ oblasti (kazdému rozpoznavanému objektu) je prifazeno piirozené ¢islo,
které je pak zapsano do kazdého pixelu oblasti (obr.8.28). Za jednu oblast pfi tom povazujeme mnozi-
nu vzajemné sousedicich pixelll, v nichz byla v pivodnim binarnim obraze zapsana hodnota 1. Pfi
rozhodovani, zda pixely sousedi, rozliSujeme tzv. ctyfsousednost a osmisousednost. Predstavme si
pixely jako ¢tverecky podobné, jak je vyobrazeno
na obr. 8.28. Pri ¢tyfsousednosti povazujeme dva
pixely za sousedici, jestlize maji spole¢nou stra-
nu. Kazdy pixel tak ma ctyti sousedy. V ptipadé 1
osmisousednosti povazujeme za sousedy pixelu
vSech osm pixeld, které s danym pixelem sousedi
hranou nebo pouze rohem. Indexovaného obrazu
lze vyuzit napt. pti praktické implementaci vypo- 3133
¢tu atributl objektd pii priznakovém rozpozna- 3

vani.

e L

b | |t [ [
[y [y Uy U

N1 11

RS2 S11 21 1S}

Obr.8.28. Indexovani oblasti.
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9 Méreni objektii pro priznakové rozpoznani

V této kapitole predpokladame, ze obraz byl segmentovan a ze objekty, které maji byt rozpoznany,
byly uspésné separovany. Priznakové metody rozpoznani jsou zaloZeny na tom, ze kazdy objekt, ktery
ma byt rozpoznan, je popsan pomoci vhodnych ciselnych hodnot, tzv. ptiznakti. Zpravidla je zapotiebi
pouzit vice ptiznaku, které vytvareji vektor priznaki. Vektor ptiznakli vypocitany pro rozpoznavany
objekt nese vSechny podstatné informace o objektu a je jedinou informaci pro jeho nasledné rozpo-
znani (pii rozpoznani pak jiZz nepracujeme s obrazy objektl, ale pouze s jejich vektory ptiznakt).
Rozhodnout o tom, jaké velic¢iny by mély byt pouzity jako ptiznaky vedouci k rozpoznani, je obtizné.
Neexistuje jednoznacny navod, jak tento problém fesit. NejobecnéjSim pravidlem je, Ze pocet piizna-
kt a priznaky samotné by mély byt voleny tak, aby od sebe spolehlivé dokazaly odlisit objekty jed-
notlivych tfid (kapitola 10). Na druhé stran€ by pocet ptiznaki mél byt rozumny, tedy ne piilis velky
(za prakticky prijatelnou hodnotu lze povazovat pocet neptrekracujici 10-20 ptiznakil). Je pravidlem,
Ze pii feSeni jednotlivych problémi je zapotiebi provést teoreticky navrh i experimentalni ovéteni
zvolené mnoziny ptiznakil. Obecné lze fici, ze pfiznak je pro rozpoznani uziteCny, jestlize splituje
nasledujici vlastnosti: Hodnoty ptiznaku by mély vychazet podobné pro objekty jedné tiidy a naopak
dosti odlisné pro objekty riiznych tfid. Hodnoty ptiznaku by mély byt pokud mozno nezavislé na hod-
notach jinych pfiznakd, které jsou pro rozpoznani také pouzity. V nasledujicich podkapitolach uve-
deme néekolik typickych prikladu, jakych ptiznakt Ize pro rozpoznani pouZzit.

9.1 Momenty

Momenty rizného stupné patii k ptiznakim, které jsou pouzivany dosti ¢asto. Divodem je, Ze jejich
schopnost rozlisit od sebe objekty riiznych tiid ¢asto vyhovuje a jejich vypocet je snadny. Moment
vztazeny k soufadné soustave obrazu je definovan vztahem

m, , = ” xpyqf(x,y)dxdy , 9.1
Q

kde f{x,y) je obrazova funkce, p,q udavaji stupeit momentu a € je ta ¢ast obrazu, kterou povazujeme
za rozpoznavany objekt. (Poznamenejme, Ze zde uvadime vztahy platné pro spojitou obrazovou funk-
ci. Zapis vztah( platnych pro funkei diskrétni jist€ nebude Ctenafi Cinit potize - integraci postaci na-
hradit sumaci.) Hodnoty p.q lze volit p=0, g=0. Moment my  je plocha objektu vazena hodnotou jasu.
V ulohach, kde je plocha objektu vyznamna, maze byt i moment n1 ¢ pouzit jako jeden z pfiznaki pro
rozpoznani. Protoze zbyvajici momenty m, , jsou zavislé na umisténi rozpoznavaného objektu v obra-

vy
N2

_ o _ o1 (9.2)

= f —_—

, =
mMy,0 my o

N2

Xy

NE2E A

Mog = [[(x=x ) (=30 ) 7 (x.p)dxdy 9.3)
Q

Momenty W, , k t¢ziStnim osam sice nezavisi na poloze objektu v obraze, avSak zavisi na velikosti
objektu i na jeho orientaci (natoceni). Tam, kde jsou velikost objektu a jeho nato¢eni vyznamné, lze k
rozpoznani pouzit ptimo momentd W, ,. Pokud neni pro rozpoznani rozhodujici velikost objektu, je
moZné pouzit normalizovanych momentii v, ,

_ Hpg _(Pt+q
Vpg =7 kde y—(T)H. 9.4)
(mo,o
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Jestlize pri rozpoznani objektu nemé zaleZet ani na jeho orientaci (natoceni), pak je nutné momenty

vy

rozpoznavaného objektu a vzhledem k souradné soustavé obrazu je pootocena o thel 6. Pootoceni 0 je
dano podminkou, aby momenty W' o, Wo» vypoctené k hlavnim osam nabyly extrémnich hodnot. Uka-
zeme, jak Ize Ghel O stanovit. Rovnici piimky, ktera je prvni hlavni osou, hledame ve tvaru

xsin®—ycosB+p=0. 9.5)
Hodnotami x, y pii tom rozumime souradnice méfené v souradné soustaveé obrazu. Vzdalenost 7 bodu
o soufadnicich x, y od prvni hlavni osy je

r=xsin@—ycosO+p. 9.6)

Pro moment setrvacnosti k této ose pak vychazi
Moo = [ (. y)dxdy (9.7)

Q
Po Gpravé méme uaz=J](xmne—Jumse+pff(Lyynqy. 9.8)

Q
Zaved’'me nasledujici substituci (soufadnice s vinovkou jsou méfeny vzhledem k soustave, jejiz poca-

Wy

f:x_xta y:y_yta atedy x:)?+xt9 y:y+yt' (99)
Z rovnice (9.8) pak mame Woo = ” ()7 sin@— fcose)zf(x,y)dxdy . (9.10)
Q
. . _ oy 2y,
Polozenim dy'y» / 98 = 0 obdrzime tg20=———, (9.11)
Moo =Moo
kde  Wpo=[[Ff(xy)dedy,  wyy = [R5 (op)dxdy,  pos = [[37/(xy)dvdy. 9.12)
Q Q Q

Jak je patrné z rovnice (9.11), lze alternativné definovat hlavni osy objektu jako osy, ke kterym je
moment [l ; (tzv. deviatni moment) roven nule. Vztah (9.11) je uziteCny i tehdy, kdyZz je natoCeni
objektu pro rozpoznani vyznamné. Uhel 6 lze totiz chapat jako tihel popisujici nato¢eni objektu v
obraze a lze jej pouzit jako jeden z ptiznakii. Na zavér tohoto odstavce o momentech poznamenejme,
ze kromé pfimého pouziti momentd rizného stupné lze jako piiznakil pro rozpoznani pouzit téz rtiz-
nych hodnot z momenti odvozenych. Jako pfiklad uved'me podil W' / Wy, ktery charakterizuje
podlouhlost.

9.2 Pravouhlost a podlouhlost

Hranici vysetfovaného objektu postupné rotujeme v rozsahu 0-90°. Krok uhlu rotace volime v jed-
notkach stupiil (napt. 5°). Po provedeni rotace opiSeme kolem hranice objektu pravouhelnik, jehoz
strany jsou rovnobézné se stranami obrazu (to je jednoduché - po provedeni rotace staci nalézt ex-
trémni souradnice hranice). Ze vSech pravothelnikli vybereme ten, ktery ma nejmensi plochu. Plochu
objektu ozna¢me A4, plochu nejmensiho pravothelnika a délky jeho stran ozna¢me postupné Ag, a, b.
Pravouhlost (R) a podlouhlost (S) jsou pak definovany vztahy

r=o = g-9 (9.13)

Ap b

9.3 Kruhovost

Necht’ P, A oznacuji délku hranice objektu a jeho plochu. Kruhovost je pak definovana vztahem
P2
C=—. 9.14
y (9.14)
Pro kruh vychazi hodnota kruhovosti C=4m, pro ¢tverec je C=16, pro objekty nepravidelného tvaru
jsou hodnoty vys$si. Poznamenejme, ze hodnota 4n pro kruh vychazi z teoretické délky hranice. V

zavislosti na vypocetnim postupu se mtze skute¢na délka hranice zjisténa v digitalizovaném obraze
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od délky teoretické lisit. Napf. na obr. 9.1 je teoreticka délka ctvrtoblouku 5m. Prakticky zjisténa délka
jeho digitalizovaného obrazu je vsak 20. Pokud by popsany jev byl pfi rozpoznavani na zavadu, lze
mu celit vyhlazenim tvaru hranice. Je naptiklad mozné
jistym poc¢tem pixelti hranice prolozit kiivku. Délku této
ktivky lze pak chapat jako délku odpovidajici ¢asti hranice.

teoreticka délka = 5w
skute¢na délka = 20

9.4 Energie hranice

Ptedpokladejme, ze zname prabéh kiivosti k(s) hranice
: objektu. Délka obvodu objektu necht je P. Pfiznak ,.energie
oo rslo e hranice* koncentruje informaci o pribéhu funkce 4(s) do
jediné hodnoty

Obr. 9.1. K rozdilu mezi teoretickou a ! P 5
skutegnou délkou hranice. E= ;J.[k(s)] ds . (9.15)
0

Uvazujeme-li riizné objekty se stejnou plochou, pak nejmensi energie hranice vychazi pro kruh, a to £

vvvvvv

9.5 Primeérna vzdalenost pixelu od hranice

Necht’ d; oznacuje vzdalenost i-tého pixelu objektu od hranice objektu, jehoZz plocha je 4. Protoze by
bylo zdlouhavé pro kazdy pixel objektu vypocitavat

0]olo , . . . I
STol110l0T0 vzdalenost euklidovskou, rozumime zde vzdalenosti pocet
ol1l1l1l1l0l0 fad pixell, které lezi mezi hranici a uvazovanym pixelem

0lof1]2]2]1]1]0]0 (obr. 9.2). Primérnou vzdalenosti |, pixelu od hranice
0j0/1)142/2/2/1/10 pak rozumime hodnotu
olol1|1[2/2]2|2]1]00 L
oft]1]2)2]2]2]1]1]0
Mg =—-2d; (9.16)
oloj1[1]1]2]2[1]1]0]0 N “
olololol1[1]1]1]0]0 =l
0olo[1[1]0]0 kde N je celkovy pocet pixelil v objektu. Koncentrovanou
0/0/0]0 informaci o tvaru objektu nese pak napt. priznak
S= A 9.17
Obr. 9.2. Vzdalenost pixelu od hranice. —“2 . 9.17)
d

9.6 Popis tvaru objektu pomoci prubéhu krivosti jeho hranice

Z elementarni teorie kiivek je znamo, Ze pribéh k(s) ktivosti kiivku jednoznacné urcuje az na jeji
polohu (uvazujeme zde kiivky rovinné a pod pojmem kiivost mame na mysli prvni kiivost). Nabizi se
moznost vyuzit této skutecnosti tak, ze pro rozpoznavani objektd vyuzijeme pfiznaki odvozenych z
prabehu ktivosti jejich hranice. Obr. 9.3 ukazuje kiivku (hranici objektu) a odpovidajici priubéh i(s)
kiivosti. Je zfejmé, Ze funkce k(s) je periodicka s periodou P, coz je délka kiivky. Funkci &(s) lze
proto rozvinout ve Fourierovu fadu

o k(s)
N
k(s)= exp| j2mn— |, 9.18
(=2 Xp[J "P] o1
17 s

kde ¢,=—|k(s)exp|—j2mn—|ds. (9.19 s

g P{() p[] P] (9.19)

X

Zpravidla lze hlavni jek
pravidia Ize hlavni tvary objektu pops at Obr. 9.3. Objekt a prubeh kiivosti po obvode.

frekvencnich slozek. Vyssi slozky popisuji

pro rozpoznani zpravidla méné vyznamné tvarové detaily; mize se téz jednat o Sumy. Prakticky lze
prubeh kiivosti hranice ziskat napt. tak, Ze skupinami po sob¢& jdoucich pixell tvoticich hranici pro-
kladame kruhové oblouky nebo jinou vhodnou k¥ivku. V ptipad€ kruhového oblouku plati mezi jeho
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polomérem a kiivosti jednoduchy vztah &=1/r. V piipadé aproximace hranice objektu mnoZzinou kru-
hovych obloukti ma pak funkce £(s) po castech konstantni priibéh. Prokladame-li obecnéjsi kiivku s
parametrickou rovnici x=x(s), pak pro kiivost mame i(s)= |x"(s)| (z diferencialni geometrie kiivek je
znamo, ze uvedeny vztah plati pro takovou parametrizaci kiivky, kde parametr s méti délku oblouku).
Poznamenejme, ze kromé prokladani kruhovych obloukl nebo kiivek, byla navrzena také teseni, kde
je informace o pribéhu kfivosti ziskavana analyzou fetézce popisujiciho tvar hranice ve Freemanove
kédu (kap. 8.2.1, obr. 8.18).

9.7 Eulerovo ¢islo

Necht' C je pocet navzajem nesouvislych ¢asti rozpoznavaného objektu a H necht’ je pocet dér v ob-
jektu (obr.9.4). Eulerovo ¢&islo je rozdil C—H. Obvyklé metody segmentace zpravidla neumoznuji de-
tekovat objekt s vice nez jednou ¢asti jako

objekt jediny, ale kazdou ¢ast detekuji jako

objekt samostatny (na rozdil od obr. 9.4).

Eulerovo &islo je proto v tomto piipadé 1—

H. Je samoziejmé, 7e uziteCnym piiznakem

pro rozpoznani mize byt také jednoduse

Obr. 9.4. Objekt se dvéma nesouvislymi pouze poCet dér v rozpoznavaném objektu,

astmi a temi dérami (C=2, H=3). ktery s Eulerovym ¢islem uzce souvisi.

9.8 Atributy odvozené z histogramu jasu

Jestlize mame rozpoznavat objekty, pro néz je charakteristické jisté rozlozeni jasu po plose objektu,
nebo objekty, které jsou pokryty texturou, pak muze byt uzite¢né zvolit jako ptriznaky slouzici k roz-
poznani také hodnoty odvozené z jasu rozpoznavaného objektu. Pfipomenme, ze rozlozeni jasu po
plose objektu bylo jistym zplisobem vzato v Gvahu jiz pti vypoctu momenti. V tomto odstavei uka-
zeme dal$i moznosti. Ozna¢me be {0,1,2,..., m} jas pixelu (m je maximalni mozny jas). Pro rozpozna-
vany objekt vypocitejme histogram zastoupeni jednotlivych hodnot jast v objektu. Oznaéme N celko-
vy pocet pixelll rozpoznavaného objektu a N(b) pocet pixelll v objektu, které maji jas pravé b. Pro-
ved’'me normalizaci histogramu takto: p(5)=N(b)/N. Hodnotu p(b) lze interpretovat jako pravdépodob-
nost jevu, ze pixel objektu ma jas pravé b. Funkce p(b) podrobné charakterizuje zastoupeni jednotli-
vych jasli v objektu. Informaci obsazenou ve funkci p(b) je Zadouci koncentrovat do pokud mozno
malého mnozstvi priznaki, které mohou byt pouzity k rozpoznani. Interpretace funkce p(b) jako hus-
toty pravdépodobnosti umoziuje vyuzit postupti znamych z teorie pravd€podobnosti: Jako priznaki
vedoucich k rozpoznani lze pouzit zejména stiedni hodnoty a momenti rizného stupné. Nejbeéznéji
pouzivané ptiznaky uvadime v nasledujicim prehledu.

Stredni hodnota jasu: U, = ibp(b) . (9.20)
Variance: i b— ub b . 9.21) Sikmost: Sp :%i b— ub b . (9.22)
=0 O} p=0
Energie: E, = sz (b) (9.23) Entropie: T, = Zp(b)log(p(b)). (9.24)
b=0

Poznamenejme, ze z provedenych vyzkumi vyplyva, Ze lidské oko jen s obtizemi rozlisuje textury,
které se shoduji v momentech do druhého tadu véetné a lisi se pouze v momentech vyssich rada. To
vSak neznamena, Ze by uvedené charakteristiky nemohly byt vyuZzity pro rozpoznani pocitacové, po-
kud jsou diference v momentech vyssich fadi skutecné vyznamné.

9.9 Atributy odvozené z frekvencniho spektra jasu

Pro rozpoznani objektti s texturou lze téz vyuzit priznakti odvozenych z frekvenéniho spektra jasu
rozpoznavaného objektu. Provedeme Fourierovu transformaci obrazové funkce nad oblasti, kterou
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rozpoznavany objekt zaujima. Jistou komplikaci je, Ze rozpoznavany objekt mize mit libovolny tvar.
Jednoduchy postup, ktery umoziuje aplikovat bézné algoritmy Fourierovy transformace (zejména
rychlé), spociva v tom, Ze do rozpoznavaného objektu vepiSeme obdélnik nebo ctverec vhodnych
rozmérd a provedeme Fourierovu transformaci obrazové funkce nad timto obdélnikem (alternativné
by bylo mozné vepsat obdélniki vice tak, aby pokryly pokud mozno cely rozpoznavany objekt a jed-
notliva ziskana frekvencni spektra jistym zpiisobem primeérovat). Vepsanim obdélniku jsme ziskali
vzorek textury, kterou je objekt pokryt. Vime, Ze Fourieriv obraz nese vSechny informace obsazené
ve vzoru. Pro ucely rozpoznani je Zadouci informaci obsazenou ve Fourieroveé obrazu opét n¢jakym
zpisobem koncentrovat do pokud mozno malého poctu ptiznakil. Lze to provést napt. takto: Necht
f(x,y) je obrazova funkce nad obdélnikem vepsanym do rozpoznavaného objektu a F(u,v) necht je jeji
Fouriertiv obraz. Jako pfiznaky lze pouzit napi. nasledujici veli¢iny

U, = T j].F(u,v)dudv, Vou :T TF(u,v)dudv, (9.25)
o p p—

kde p,q jsou zvolené realné hodnoty. Je zfejmé, ze hodnoty U, ., V, , vyjadiuji, jak jsou zastoupeny
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frekvence v pasech Sirokych |[p—g| rovnobéznych s osami v,u. Pro rozpoznani lze samoziejmé& zvolit
libovolny pocet takovych pasi. Alternativné Ize hodnotu F(u,v) samoziejme také integrovat nad jinou
vhodnou oblasti - napt. nad obdéInikovou oblasti kone¢nych rozméri. Vyjadieme dale #,v v polarnich
soufadnicich takto: # = p cos @, v = p sin @. Necht’ F(p,0) je Fourierliv obraz popsany v téchto polar-
nich souradnicich. Jako ptiznaky lze v tomto piipad€ pouzit nasledujicich hodnot
q2n oo f
Ay, = j .[F(p,(p)d(pdp, B, = j jF(p,cp)dq)dp. (9.26)
p o 0s
Hodnota 4, , vyjadiuje zastoupeni frekvenci v mezikruzi o Sifce |p—q|. Pfiznaku 4, je na misté pou-
zit tehdy, jestlize chceme rozpoznavat objekty pokryté texturou, ktera mize byt vzhledem ke stranam
obrazu libovolné natocena. Je-li naopak natoceni textury vyznamné a méla-li by velikost natoceni
slouzit k rozpoznani, pak je na misté¢ pouzit pfiznaku By, ktery vyjadiuje zastoupeni frekvenci v klinu

o Sifce |r—s| Ghlovych jednotek.

9.10 Algoritmus vypoctu plochy, obvodu a Eulerova ¢isla

Ackoli podrobna implementace vypoctu dosud uvedenych ptiznakti neni ptili§ obtizna, popiSeme v
tomto odstavci jednoduchy postup, kterého lze pouzit pii vypoctu plochy, obvodu a Eulerova cisla.
Ptednosti postupu je, ze nevyzaduje explicitni uréeni hranice, a je proto vyhodny tehdy, jestlize byly
segmentaci uréeny piimo plochy nalezici jednotlivym objektim (napf#. bylo-li pouzito prahovani).
Postup spociva v tom, Ze zjistujeme, kolikrat je mozné do rtiznych mist objektu umistit matice obsa-
zené v dale uvedenych mnozinach Q;, O», O3, O4, Op:

T 0 S O
o I T I [ T

. Prakticky miizeme vypocet provést tak, ze zacneme
- v neékterém rohu obrazu a dale systematicky prove-
; fujeme po fadcich a po sloupcich vSechny mozné
pozice v obraze tak, Ze do nich umistujeme matice
zmnozin O, O», O3, O4, Op. Za vyskyt matice v
objektu povazujeme situaci, kdy se pixely objektu
vyskytuji pravé na mistech jedni¢ek v uvazované

Obr. 9.5. Vypocet plochy, obvodu a Eulerova ¢isla 7, :
(O1)=5, n(02)=8, n(03)=5, n(Q4)=1, n(Qp)=0, matici. Necht' n(0y), m(Qy), m(Qs), m(Ds), M(Op)

A=10, P=18, E=0). oznacuji pocty vyskytll matic z mnozin Oy, (s, 05,
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0O4, Op v objektu. Pro plochu, obvod a Eulerovo Cislo objektu pak plati nasledujici vztahy:

A= %[n(g1 )+2n(Qy)+3n(03) +4n(Qy)+2n(0p)] (9.32)
P=n(Qy)+n(Qy)+n(0;)+2n(0p). (9.33)

E= i[n(Ql ) - n(Q3) + 2n(QD)] (pro ¢ctyfsousednost), (9.34)
E= i[n(Ql ) - n(Q3) - 2n(QD)] (pro osmisousednost). (9.35)

Popsany postup je ilustrovan na obr. 9.5. Carkovanou &arou je znazornéna polateni poloha matice
2x2 v levém hornim rohu obrazu. Sipka znazoriiuje posouvani polohy po sloupcich a po fadcich. Po-
znamenavame, ze délka obvodu zahrnuje také délku obvodu ptipadnych dér.

Jestlize objekty, které maji byt rozpoznany, byly ptivodné hladké, pak zkresleni velikosti plochy a
obvodu, které bylo zptsobeno digitalizaci, 1ze do jisté miry kompenzovat pouzitim modifikovanych
vztahti pro plochu a obvod

4 =%n(Ql)+%n(Q2)+%n(Q3)+n(Q4)+%n(QD), (9.36)
P= n(Q2)+%[n(Ql)+n(Q3)+2n(QD)]. (9.37)

9.11 Algoritmus urceni hranice

Jestlize byly segmentaci ureny ptimo plochy nalezici jednotlivym objektim (napt. bylo-li pouzito
prahovani), pak mize byt pro vypocet pfiznakii nékdy zapotiebi explicitn€ urcit také hranice objektd.
Ne vzdy totiz vystacime pouze s délkou hranice, kterou lze postupem podle predchoziho odstavce
stanovit i bez jejiho explicitniho uréeni. UrCeni hranice lze provést sledovanim pomoci nasledujiciho
algoritmu: 1) Prochazej pixely obrazu po fadcich a po sloupcich tak dlouho, az narazi§ na prvni pixel
objektu (tento pixel je nutné pixelem lezicim na hranici objektu). 2) Sleduj dale hranici objektu podle
nasledujiciho pravidla: 2a) Nachazis-li se uvnitf objektu, oto¢ se doleva a posun se o jeden pixel. 2b)
Nachazis-li se wvné objektu,
pak se oto¢ doprava a posun

— 2) b) 0 se o jeden pixel. Pocate¢ni
smér v prvnim nalezeném

| — Jj pixelu objektu je zleva dopra-
[~ T ¢ \‘V va. Béhem ¢innosti algoritmu
= =11 jsou prochazeny body lezici

jv < AL na hranici objektu (obr. 9.6a).

I Algoritmus kon¢i nalezenim

ev v ’ .
uzaviené hranice. Pozname-

Obr. 9.6. Stanoveni hranice jejim sledovanim. nejme, ze prav€ popsany al-

goritmus nalezeni hranice je

sice jednoduchy, avsak ne vzdy je ziskany vysledek zcela uspokojujici. Jisté problémy miize zpusobit

skute¢nost, ze algoritmus prochazi nékteré pixely hranice dvakrat. Obsahuje-li hranice pixely sousedi-

ci pouze rohem (coz miize nastat, jestlize uvazujeme osmisousednost), pak navic mize dojit k chyb-

nému prochazeni a ztraté jisté Casti hranice. Situaci ilustruje obr. 9.6. Na obr. 9.6¢ je spravné nalezena

cela hranice, zatimco na obr. 9.6b byla pfi prochazeni ¢ast hranice vynechana. Uvedenym potizim lze
sice Celit pe¢livym oSetfenim specialnich piipadu, ale algoritmus se tak ovsem bohuzel komplikuje.

9.12 Hodnoceni vhodnosti zvolené mnoZiny priznaki

Na zaveér této kapitoly se pokusime o diskusi, jak 1ze hodnotit vhodnost volby ptiznakii pro rozpozna-
ni. Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze mame pouze dva priznaky, které zde oznadime x, y. Predpo-
kladejme dale, ze mame k dispozici vhodnou trénovaci mnozinu. MiZeme proto vypocitat stiedni
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hodnoty a variance obou ptiznakti v jednotlivych tfidach (v nasledujicich vyrazech je i indexem ttidy,
stfiskou vyznacujeme, Ze se jedna o odhad vypocitany na zakladé trénovaci mnoziny, N, je pocet hod-
not ziskanych v jednotlivych téidach; podrobnéjsi vyklad pojmu tiida lze nalézt v nasledujici kapitole)

ﬁx,i= ZX,], ﬁy,iz zy”, (9.38)
’] 1 l] 1
~D 1 N N 2 2 Ni
&= 2l ) = Z(yw ) (9.39)

i j=1

Jak jsme jiz uvedli v tivodu této kapitoly, mély by byt hodnoty ptiznakti pro objekty patiici stejnym
tiidam podobné. Hodnoty varianci ve vztazich (9.39) by proto mély byt co nejmensi. Zvolené ptizna-
ky by dale mély byt pokud mozno nezavislé. Zavislost ¢i nezavislost ptiznakil 1ze popsat pomoci ko-
variance. Normalizovana kovariance je definovana vztahem

18

S =g 2 s Js i) (9.40)
1 X,1 Lj

Hodnoty normalizované kovariance vychazeji z intervalu (—1,1). Hodnota 0 vyjadiuje, Ze piiznaky
jsou nezavislé. Jiné hodnoty vyjadiuji zavislost. Cim vétsi je absolutni hodnota kovariance, tim vetsi
je zavislost. Hodnota 1 napf. vyjadiuje fakt, ze se jedna o ptiznaky zcela zavislé. V takovém piipade
je ovSem pouziti obou ptiznak nadbyte¢né - bez Gjmy na kvalité rozpoznani by bylo mozné jeden
z ptiznaka vypustit. (Také v pripadé hodnoty —1 se jedna o naprostou zavislost pfiznaki. Odchylky
hodnot ptiznaki od jejich stfedni hodnoty vSak maji opacné znaménko.) Schopnost piiznakil rozliSo-
vat (separovat) mezi jednotlivymi tfidami lze hodnotit pomoci normalizované vzdalenosti mezi tiida-
mi, kterou lze vyjadrit nasledujicimi vztahy:

A~ A~

M My _ ,"“y,j‘
A S S S PSP I
VO +67 65, +65

K tspé€snému rozpoznani je dilezité, aby uvedené hodnoty separacnich vzdalenosti mezi tfidami byly
pokud mozno co nejvetsi.

(9.41)

9.13 Karhunen-Loéveho transformace

Predpokladejme, Ze x je nahodny vektor dimenze n (tedy sloupcovy vektor obsahujici #» nahodnych
proménnych). Necht p, je vektor stfednich hodnot a C, matice kovariance pro tento nahodny vektor.

T
Je tedy n,=E{x}, C; = E{(x— By )(x—1y) } (9.42)
Nyni vytvoime nahodny vektor y linearni transformaci
y=A(x-p,), (9.43)

kde A je matice, kterd ve svych radcich obsahuje vlastni vektory v; matice C,. Pro dalsi vyklad bude
uzitecné, budeme-li predpokladat, ze vlastni vektory jsou do fadki matice zapsany v poradi podle
klesajici hodnoty odpovidajiciho vlastniho &isla A,. Pro vektor y nyni vypocitime vektor stiednich
hodnot p, a matici kovariance C,. Dostaneme

By = E{A(x—p,)} =0, (9.44)

C, = E{(y— my)(y - uy)T}z ACA". (9.45)
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Protoze jednotlivé fadky matice A jsou vlastnimi vektory v; matice C,, protoze plati C,v; =A;v; a ko-
necné protoze vlastni vektory tvofi ortonormalni bazi (to plati v ptipadé, Ze vlastni ¢isla jsou rizna, v
ptipadé vicenasobnych vlastnich ¢isel mizeme vS§ak provést ortonormalizaci), vychazi

V] A0 L0
T 0 A .. 0

C,=ACA" =|"2|C,[v; vy .. v,]= 2 (9.46)
V,T, 0 0 ... A,

Zopakujme, ze C, je kovarianCni matice nahodného vektoru y. Pripomenime, ze diagonalni prvky ko-
varian¢ni matice obsahuji variance jednotlivych slozek vektoru a nediagonalni prvky pak kovariance
dvou riznych slozek. Dale ptipomenme, Ze nulova hodnota kovariance dvou nahodnych proménnych
signalizuje jejich vzajemnou nekorelovanost. Vysledek, ke kterému jsme dospéli ve vztahu (9.46),
tedy ukazuje, Ze linearni transformace (9.43) ma za nasledek, Ze jednotlivé slozky vektoru y jsou ne-
korelované. Transformace tedy odstranuje korelaci mezi jednotlivymi slozkami vektoru x, vlastni Cisla
A; matice Cy navic udavaji varianci jednotlivych slozek transformovaného nahodného vektoru y. Po-
znamenejme, ze k transformaci (9.43) je téZ mozné realizovat inverzni transformaci (platnost druhé
rovnosti v nasledujicim vztahu vyplyva z faktu, Ze A je ortonormalni)

x=Aly+p =ATy+p,. (9.47)

Az doposud jsme se zabyvali ptipadem, kdy se pii transformaci nemeénil pocet slozek transformova-
ného vektoru. Vytvoime nyni matici B rozméru mxn (m<n) tak, Ze jejich m fadkG bude obsahovat
vlastni vektory matice Cy. Vybereme pfi tom ty vektory, které odpovidaji nejveétsim vlastnim Cislim.

Predpokladejme nyni pro jednoduchost, ze P, =0. Opét mizeme ziejme provést linearni transformaci
y=Bx. (9.48)
Analogicky ke vztahu (9.47) mizeme vypoditat
=BTy, (9.49)

Vztah (9.48) ukazuje, Ze je mozné vektor x reprezentovat pomoci vektoru o mensim poctu slozek.
Vztah (9.49) naznaduje, Ze na zakladé této reprezentace bude mozné pliivodni vektor opét zrekonstru-
ovat. Samoziejmou podminkou je, aby ptvodni (x) a zrekonstruovana (X) hodnota si byly co nejbliz-
$i. Lze ukazat, ze pro stiedni kvadratickou chybu (MSE) uvedené aproximace plati

n
MSE= Y1, . (9.50)
i=m+1
Podle uvedeného vztahu je chyba reprezentace rovna souctu vlastnich ¢isel odpovidajicich tém vlast-
nim vektorim, které nebyly zahrnuty do matice B. Pfi praktické realizaci proto do matice B zahrneme

pouze vlastni vektory odpovidajici dostatecné velkym vlastnim ¢islim. Vlastni vektory odpovidajici
malym vlastnim ¢isliim Ize vynechat, protoze maji na piesnost reprezentace jen maly vliv.
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10 Priznakové metody analyzy obrazu

Ptiznakové metody analyzy obrazu predpokladaji, Ze mame k dispozici popis rozpoznavaného objektu
ve formé vektoru pfiznakii x=(x;.X3...., X,,)'. Jednotlivymi slozkami tohoto vektoru jsou hodnoty
vhodné zvolenych pfiznakt (kapitola 9). Podle oboru hodnot, kterych mohou pfiznaky nabyvat, je
mozné rozliSovat spojité, diskrétni a binarni (logické, dichotomické) priznaky. Kazdy konkrétni vektor
priznakil reprezentuje néjaky bod v m-rozmérném prostoru X, ktery zde budeme nazyvat ptiznako-
vym prostorem. Pfiznakovy prostor X je kartézskym sou¢inem obord hodnot vSech uvazovanych pti-
znakl a je tedy tvofen vSemi moznymi hodnotami vektoru x=(xi,xs...., X,,)'. Jsou-li nap#. hodnoty
vSech zvolenych piiznaka realné, je X™ prostorem realnych m-tic. V konkrétnich tlohach nemusi
ovsem hodnoty ptiznakl nabyvat vSech teoreticky moznych hodnot z X”'. Obvykle se stava, ze je hod-
nota piiznaki v konkrétni uloze ndjak omezena. Casto jsou napi. hodnotami piiznaki pouze ¢isla z
jistého intervalu. Zavedeme proto obor % hodnot pfiznakd, které se v uvazované uloze mohou vysky-
tovat. Samoziejme plati ycX”.

Mgjme objekt Oy, kterému odpovida vektor piiznaka
x|, a objekt O, kterému odpovida vektor ptiznaki x;.
Vektory x;, X, reprezentuji body v prostoru piiznaka

*2 e X". Priznakové metody analyzy obrazu jsou zalozeny
AR S o na myslence, ze podobnost nebo shoda objektid Oy, O,

" cr oOOoO ° se projevi tim, ze délka vektoru x;—x, v prostoru X" je

L ° mala nebo nulovd. Mnozinu objekti stejného druhu

Sol nazyvame tfidou. Pokud bychom konstruovali napt.

e DD;D systém pro rozpoznavani dvojrozmérnych geometric-

) 1 kych objektl, pak by tfidami byly jednotlivé obrazce,

které chceme rozpoznavat, napt. kruznice, CEtverec,
Obr.10.1. Obrazy objekti jednotlivych troJﬁhelnik atd. Cilem rozpoznani je stanc?veni tiidy
objektu. Oznacime n pocet trid, které maji byt roz-
poznavany. Jednotlivé tfidy dale ozna¢me w;, 1 < i< n.
Mnozina vSech tfid je pak Q ={w;,m,...., ,}. Na obr.
10.1 je znazornéna situace, kdy rozpoznavani spociva v zarazeni rozpoznavaného objektu do jedné ze
tii tfid. K rozpoznani je pouzito dvou ptiznakil x|.x;. Znacky znazornuji obrazy objektl jednotlivych
tiid v prostoru ptiznaktl. Je typické, ze obrazy objekt jednotlivych tiid tvori v prostoru piiznaki
shluky. Pro potieby pozdéjsiho vykladu jsou dale silngji vyznaceny tzv. etalony a ¢arkované jsou vy-
znaceny hranice mezi tfidami.

trid tvoti shluky v prostoru ptiznaki.

10.1 Klasifikatory

Klasifikatorem nazveme zobrazeni d:y — €. Jedna se tedy zobrazeni, které ke kazdému moznému
vektoru pfiznaka ptifadi identifikator t¥idy, do které rozpoznavany objekt nalezi. Mizeme tedy psat

. o=d(x). (10.1)
xp0—= o PRI i . .

w=d(x) [0 Schématicky je Cinnost klasifikatoru ilustrovana na obr.10.2. Roz-

X0 hodovaci pravidlo, podle kterého se provadi klasifikace, indukuje

rozklad oblasti ¥ na podoblasti. Podoblast x; ();=y)) je tvofena témi

Obr.10.2. I.IUSU ace Cinnosti hodnotami vektoru x, pro které plati d(x)=w,. Zakladnim problémem

klasifikatoru. pii konstrukei klasifikatoru je navrh rozhodovaciho pravidla. Této

otazce se dale budeme vénovat podrobngji. Podle realizace rozho-

dovaciho kriteria mtizeme klasifikatory charakterizovat jako klasifi-
katory deterministické nebo nedeterministické, s pevinym nebo s proménnym poctem ptiznakd, klasi-
fikatory bez u€eni nebo s u¢enim. V tomto textu se v§ak omezime pouze na nejjednodussi ptipady.
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10.1.1 Klasifikace pomoci diskriminan¢nich funkci

Pti klasifikaci pomoci diskrimina¢nich funkci pfedpokladame, Ze existuje # realnych diskriminacnich
funkei g;(x), g22(X),..., g,(X) definovanych nad y. Rozpoznani je v tomto piipadé zalozeno na stanoveni
funkce davajici pro zadany vektor pfiznakd maximalni hodnotu. Hledana tfida je stanovena podle pra-
vidla:

jestlize pro zadané x plati g, (x) > gs(x) pro kazdé se ({1,2...., n}\{r}), pak d(x) =o,. (10.2)

Funkci klasifikatoru ilustruje obr.10.3. Zname-li
funkce g((x), g22(x),..., g,(X), pak jsou tim také ur-
ceny oblasti jednotlivych tfid. Mame

w | &1(%)
) % ={xd(x)=o,}. (10.3)
Hranici mezi dvéma sousednimi oblastmi ,, ¥, 1ze
)3% - - &) —] o  stanovit feSenim rovnice
o max |—=o
X, 0 ] g, (x)=g,(x). (10.4)

7 predchoziho vykladu je ziejmé, Zze kliCovym
problémem je nalezeni vhodné mnoziny diskrimi-
| g5(x) nacnich funkci. Tomuto problému budou véno-
7 vany nasledujici odstavee. Zatim pro ilustraci pou-
ze poznamenavame, 7e¢ jednoduchou volbou je
napf. g(x) = p(x|w,), kde p(x|w,) je podminéna
hustota pravdépodobnosti pro hodnoty pfiznakl za
pfedpokladu, ze se jedna o objekt tfidy ®,. Pro
jednorozmérny prostor pfiznaki je tato volba ilu-
g21(x) strovdna na obr 10.4. V dal$im textu tento pfistup
22(X) dale zdokonalime. V pripadé klasifikace do dvou

23(x) tfid (tzv. dichotomie) pracuje klasifikator pouze se

dvéma diskrimina¢nimi funkcemi. Pro nalezeni
maxima tak staci zjistit znaménko rozdilu g;(x)—

Obr.10.3. Schéma klasifikace pomoci
diskriminaénich funkei.

X T g(x). Jestlize pidélime t¥idam identifikatory 1,
Obr.10.4. Klasifikace diskrimina¢nimi -1, lze klasifikator jednoduse zkonstruovat podle
funkcemi g(x) = p(x|w,). predpisu

m:sgn(gl(x)—gz(x)). (10.5)

Proved’'me jesté nékolik obecnych uvah o tvaru diskriminaénich funkci. Nejjednodussim tvarem dis-
kriminacni funkce je funkce linearni, kterd ma tvar

g, (x) =d, o+ a, 1 X +a, X+, X, (10.6)

Na koeficient a,; miizeme pohliZet jako na vahu pfiznaku x; pro tfidu ®,, a, je prah, kterym je hod-
nota diskrimina¢ni funkce posouvana o konstatni velikost. Rovnici plochy v X, na niz lezi hranice
mezi oblastmi ¥, ¥, snadno ur¢ime ze vztahu 10.4. Vyjde

(aryo - as,O)"' (anl —dy )xl + (ahZ —dg) )x2 +...+(ar7m - asam)xm =0. (10.7)

Vidime, Ze v ptipad¢ linearnich diskriminacnich funkci je plocha tvotici hranici mezi tfidami nadro-
vinou v prostoru X”. Je zfejmé, ze pti n diskrimina¢nich funkcich je nejvyssi mozny pocet takovych
nadrovin dan vyrazem n(n—1)/2. V ptipadé dichotomického klasifikatoru jsou k dispozici pouze dve
diskriminaéni funkce, a v prostoru ptiznaki existuje tudiz pouze jedina nadrovina, ktera jej rozd€luje
na dve Casti. Pokud lze danou tlohu fesit za pouziti linearnich diskriminacnich funkci, tedy pokud je
mozné najit hranice oddélujici oblasti odpovidajici riznym t¥idam tak, ze jsou tyto hranice Castmi
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nadrovin, pak ulohu nazveme tlohou s linearn¢ separabilnimi tfidami. Linearni separabilita je z hle-
diska praktické realizace samoziejme vyhodna. Nejsou-li tfidy linearne separabilni, pak lze nékdy pu-
vodni prostor X ptiznakli zobrazit do nového prostoru Y4. Prostor Y7 a zobrazeni X"—Y? vyhledame
tak, aby v Y7 bylo dosaZeno linearni separability. Poznamenejme ovSem, Ze nalézt takovy prostor a
zobrazeni nemusi byt jednoduché a nékdy to mtize byt i nemozné. Odhlédnéme od této komplikace a
piedpokladejme, Ze prostor a zobrazeni pozadovanych vlastnosti jsou znamy a ze plati (§ je vektor
priznaki v prostoru ¥9)

§=d(x). (10.8a)
Po slozkach tedy & =@(x). &=Dy(x). .. .§, =@, (x). (10.8b)

Pro diskrimina¢ni funkei g(x) pak s vyuzitim vztahd (10.6) a (10.8) mame
g (&)=g. (CI)(X)) =a, o +a, 19 (x)+a, , P, (x)+.. +a, ,P,(x). (10.9)

Obr.10.5 ukazuje piiklad, kdy by mohl byt popsany postup

X2 o uzitecny. V ptiznakovém prostoru xq, x, znézornéném, na
obrazku jisté nejsou tiidy ®, 0, linearné separabilni. Ulo-

hu vsak snadno prevedeme na linearné separabilni problém

e+ ® transformaci {;:\/ [(x;—c1)*+(x2—c2)?]. Klasifikator bude

pracovat pouze s jedinym ptiznakem. V piipadech, které

w nelze vyresit podobnym zptlisobem a jestlize linearni dis-

| kriminaéni funkce nepostacuje, lze nékdy vyuzit nasledu;ji-

€1 1 ciho postupu. Funkci g(x) reprezentujeme mnozinou

Obr.10.5. Vhodnou transformaci 1g-4(x)} linearnich funkci. Hodnotu diskrimina¢ni funkce
lze nékdy ulohu prevést na linearné g,(x) pak stanovujeme podle vztahu

separabilni problém.
gr(x)=ml?x{gr,k(x)}. (10.10)

10.1.2 Klasifikace pomoci minimalni vzdalenosti

Pti klasifikaci pomoci minimalni vzdalenosti jsou jednotlivé tfidy objektii reprezentovany tzv. etalo-
ny. Etalon e, je vektor obsahujici hodnoty ptiznakt, které jsou v jistém smyslu typické pro tiidu ®, a
které tak tfidu m, reprezentuji (na obr.10.1 jsou etalony vyznaceny silng). Je-li k dispozici vhodna tré-
novaci mnozina, pak stanoveni etalonli necini potize. Nejjednodussi moznosti je pouzit stfedni hod-

noty

M=

e, = (10.11)

S X

1
N 7o
Nl’il

kde N, je pocet trénovacich vzorkii pro t¥idu ®, a x,; jsou hodnoty vektoru piiznaki ziskané pro jed-
notlivé vzorky nalezici do této tfidy. Etalony je zapotiebi stanovit pro vSechny tfidy. Rozpoznani pak
probiha takto: Necht’ x reprezentuje rozpoznavany objekt v prostoru priznaku. Klasifikator zafadi roz-
poznavany objekt do té tfidy, jejiz etalon ma od bodu x nejmensi vzdalenost. Pro zatfidéni tedy hle-
dame minimum

min(dist(e,.x)). (10.12)

s

Jako vzdalenost mezi bodem reprezentujicim rozpoznavany objekt v prostoru piiznakil a etalonem e,
mizeme vzit vzdalenost euklidovskou. ProtoZze vzdalenost je vzdy kladna, miizeme misto minima hle-
dat minimum jejiho Ctverce, coz je pohodIngjsi. Hledame tedy

min(dist’(e,.x)) = min(i (e, - x,.)zj. (10.13)

r i=1
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Ukazeme, ze klasifikace zalozena na hledani minima vzdalenosti patfi do skupiny metod zaloZenych
na pouziti diskriminacnich funkci. K tomu postaci pievést tlohu o hledani minima na ulohu o hledani
maxima. Je ziejmé, Ze
min(dist’ (e,..x)) = — max(~ dist’ (¢, x)) . (10.14)
v v
Vidime tedy, ze diskriminac¢ni funkce g,(x) ma v ptipad¢ klasifikace pomoci minimalni vzdalenosti
tvar

g,(x)=—dist*(e,,x). (10.15)

Poznamenejme, Ze ackoli jsou funkce g,(x) v tomto pripade nelinearni, jsou hranice mezi dvéma sou-
sednimi oblastmi tvofeny ¢astmi nadrovin. Uvazujme etalony e,, e,, jim odpovidajici oblasti ., ¥ a
predpokladejme, Ze se jedna o oblasti sousedni. Hranice mezi oblastmi Y, ¥, je kolma ke spojnici e,,
e, a puli vzdalenost mezi e,, e;.

10.1.3 Uréeni diskrimina¢nich funkei minimalizaci rizika

Az doposud jsme predpokladali, Zze kazdy bod v prostoru ptiznakii miize byt obrazem objektii nejvyse
jediné t¥idy. Uvazme nyni situaci, kdy se na jediny bod v prostoru ptiznakii mohou zobrazit objekty
vice nez jedné tfidy. Protoze klasifikator ke kazdému bodu v prostoru ptiznaki prifazuje tfidu jedinou,
je ziejmé, Ze se v takovém pripadé nelze vyhnout chybné klasifikaci. Popsana situace mize nastat i pfi
peclivé volb€ mnoziny ptiznakl jednoduse tehdy, jestlize jsou si objekty dvou riznych tiid pfili§ po-
dobné, nez aby bylo mozné ve vSech pripadech predpokladat jejich zcela bezchybné rozpoznani. V
tomto pripadé, kdy se nutné musime smitit s tim, ze klasifikator ob¢as odpovida chybné, lze navrh
klasifikatoru zalozit na minimalizaci ztraty. Predpokladejme, Ze zname funkci A(w,|o,) popisujici
ztratu, kterou utrpime, jestlize rozpoznavany objekt, ktery je ve skuteCnosti ze tfidy ,, klasifikator
chybné zafadi do tiidy o, (samoziejmym pozadavkem je, aby funkéni hodnoty A(,|w;) byly nezapor-
né). Hodnoty, kterych miize funkce A(w,|w,) nabyvat, 1ze usporadat do matice

Moglog) Mogjoy) ... Mo|o,)

Magloy) Moglo,) .. 7»(0)2|0)n).

A= (10.16)

7»(03.,;.|c01) A(w;imz) X(m;im,,)

Vhodnym méfitkem pro hodnoceni kvality klasifikatoru je stfedni hodnota ztraty, kterou pfi praci kla-
sifikatoru jeho chybnymi rozhodnutimi utrpime. Na minimalizaci této stiedni ztraty Ize zalozit navrh i
u¢eni klasifikatoru. Zakladni mys$lenka je tato: Predpokladejme, Ze jsme se jiz rozhodli pro jisty typ
klasifikatoru a Ze pouze zbyva nastavit jeho parametry (v tuto chvili si napf. mizeme zjednodusene
predstavit, ze jsme se rozhodli pro klasifikaci pomoci linearnich diskriminacnich funkci a Ze zbyva
urcit hodnoty konstant a, ;). Ozna¢me a vektor vSech parametrii, které maji byt v klasifikatoru nasta-
veny. Stredni ztratu J vyjadiime jako funkci a. Je tedy J=J(a). Zatim neznamy vektor a uréime z pod-
minky, aby stiedni ztrata J(a) byla minimalni. Ve zbytku tohoto odstavce popiseme naznaleny postup
podrobngji. Cinnost klasifikatoru zapiSeme jako funkci d(x,a). Parametr a, ktery byl ve srovnani s
rovnici (10.1) pfidan, naznacuje, ze klasifikace je zavisla na hodnotach parametri, které musi byt na-
staveny. Piedpokladejme nejprve, Ze vSechny rozpoznavané objekty jsou z tfidy ®, a ur¢eme stiedni
ztratu J, za tohoto predpokladu. Podle definice stitedni hodnoty mame

J,(a)= [Md(x,a)j0,)p(xo,)dx , (10.17)

X
kde p(x|oy) je podminéna hustota pravdépodobnosti popisujici, jak jsou pro objekty nalezici do tfidy
oy zastoupeny jednotlivé hodnoty vektoru ptiznakti. Ve skute¢nosti jsou klasifikatoru k rozpoznani
predkladany objekty riznych tfid. Celkovou stiedni ztratu .J proto uréime jako stiedni hodnotu ztrat J
z jednotlivych tfid. Necht' P(wy) je apriorni pravdépodobnost jevu, ze rozpoznavany objekt patii do
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tiidy ;. Pro celkovou stiedni ztratu pak mame (pti upraveé nasledujiciho vyrazu jsme zaménili potradi
sumace a integrace)

ZJ (a)P(o, jE{x (x.a)lo, )p(xlo, ) P(o, )x . (10.18)

Nastaveni klasifikatoru spoc¢iva v nalezeni takovych hodnot parametrii, pfi nichz je celkova stredni
ztrata minimalni. Hledame tedy

Jin = mmJ mij?L (x,a)m, ) (x|cos)P(ms)dx. (10.19)
x =1

Ve vyrazu (10.19) nabyvaji vSichni soudinitelé za znakem sumace pouze kladnych hodnot, a proto

také jejich soucet, tedy integrand, je vzdy kladny. Minimalni hodnoty J(a) bude proto dosazeno tehdy,

bude-li hodnota integrandu v kazdém bod¢€ x nejmensi mozna. At je realizace klasifikatoru a hodnota

vektoru parametri jakakoli, neexistuje jind moznost nez, ze klasifikator kazdé hodnoté x pfirazuje

nékterou tiidu z mnoziny Q vSech tfid. Ma-li byt stfedni hodnota celkové ztraty minimalni, pak pro

kazdé x musi byt d(x,a)=0p;,, kde wp;, je ta tiida, pro niz integrand nabyva v x minimalni hodnoty. Je

tedy in = | min 3 (o, |o,) p(x|0)s)P((DS):|dx . (10.20)
X T Ls=1

Zaved'me oznaSeni L(x)= ik(mrkos) p(xlo,)P(0,). (10.21)

Pak mame Jnin = | min L, (x)dx (10.22)

7 doposud uvedeného vykladu vyplyva, ze klasifikace zalozena na minimalizaci stfedni hodnoty cel-
kové ztraty je soucasné klasifikaci pomoci diskrimina¢nich funkei. Uvazujme néjakou konkrétni hod-
notu x. Vybér minima Ize snadno pfevést na vybér maxima

min Z,(x) = —max(- L,(x)). (10.23)

Nyni jiz praveé popsany postup hledani hodnoty J,;, koresponduje s klasifikaci s vyuzitim diskrimi-
nacnich funkci. Hledani J,, jsme totiz prevedli na problém, kdy integrand ve vyrazu (10.22) je v kaz-
dém bod¢ x stanoven tak, Ze ze vSech moznych je vybrana ta funkce —L,(x), ktera dava maximalni
hodnotu. Tim je soucasné také pro kazdé x urcena trida, kterou ma klasifikator odpovidat. Vidime, ze
stanoveni integrandu vedouciho k minimu ztraty probiha stejnym postupem jako rozpoznani pomoci
diskriminac¢nich funkci. Klasifikator zalozeny na principu minima stfedni hodnoty celkové ztraty lze
proto realizovat jako klasifikator vyuzivajici diskriminacnich funkci. Diskrimina¢ni funkce maji tvar

g (x)=—L.(x)= —2 Ao, o) p(xlo,)P(o,). (10.24)

Ke stanoveni diskrimina¢nich funkci je zapotfebi znat hodnoty p(x|w,), P(®;), A(w,|®s). Hodnoty
p(x|o;) stanovime méfenim na vhodné trénovaci mnozin€. Také hodnoty P(wy) lze zpravidla dosti
dobfe stanovit (nebo odhadnout). Volbou ztratové funkce A(w,|oy) 1ze vzit v Givahu specifické poza-
davky na chovani klasifikatoru. Nejsou-li kladeny zadné specialni pozadavky, pak je mozné spokojit
se s jednoduchou volbou

_]0 pro r=s
7L(c0r|ms)—{l oo rs (10.25)

Tuto volbu lze interpretovat takto: Jestlize klasifikator odpovédél spravné (r=s), pak nedoslo k zadné

ztraté. Je-li odpoveéd’ klasifikatoru chybna (r#s), pak je ztrata vzdy 1 bez ohledu na to, kterou z chyb-
nych tid klasifikator odpovédél. Matice hodnot ztratové funkce je tedy
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A= . (10.26)

Dale odvodime tvar diskriminaénich funkci pro tento specialni pripad. Dosazenim vztahu (10.25) do
vztahu (10.21) obdrzime

n n
L(x)= p(xjo,)P(w,) =Y p(xjo,)P(0,)- p(x,)P(o,). (10.27)
B
Rovnici upravime s vyuzitim Bayesova vztahu pro podminéné pravdépodobnosti P(4|B)P(B) =
P(B|4)P(4) (P znaci pravdépodobnost; 4,B jsou udalosti). Dostaneme

n
L(x)= p(x)z P(OJS|X) - p(x|(0r )P(O)r )=p(x)- p(x|(0,)P(0)r) . (10.28)
s=1
Konecéné jesté uvedeme predpis pro diskriminacni funkce. Vyuzijeme vztaht (10.24) a (10.28). Uva-
Zime také, Ze se hodnota p(x) vyskytuje ve vSech funkcich L,(x), a nepodili se proto na rozhodovani
(na vybéru minima nebo maxima). Diskrimina¢ni funkci proto mizeme stanovit jako

g, (x)= p(xjo,)P(w,). (10.29)

V tomto piipadé je tedy ke stanoveni diskrimina¢nich funkci nutné znat hodnoty p(x|w,), P(w,). Jak
jsme jiz uvedli v pfedchozim obecnéj$im piipade€, lze tyto hodnoty zpravidla snadno ziskat. Vztah
(10.29) také ukazuje, ze volba diskrimina¢nich funkci v obr. 10.4 byla racionalni.

Modifikujeme-li vztah (10.21) podle Bayesova vzorce p(x|w,)P(0)=P(m,[x)p(x), dostaneme

n n
L(x)= Y Mo,]o,)P(ox)p(x) = p(x)> Ao,o,)P(o,)x). (10.30)
s=1 s=1
Hustota pravdépodobnosti p(x) nezavisi na klasifikacni tfide. Jeji odstranéni neovlivni rozhodovani.
n
Miizeme tedy polozit L (x)= % = 2 X(mr|cos)P(ms|x) . (10.31)
px s=1

Pti volbé jednotkové ztratové funkce dle vztahu (10.25) dostaneme
— n
L(x)= P(o]x)-P(o,x)=1-P(o,x). (10.32)
s=1

Minimum ztraty obdrzime, jestlize pro dané x odpovida klasifikator tou tfidou r, pro niz je P(w,|x)
maximalni. Z toho vyplyva, ze diskriminaéni funkci mtizeme také konstruovat podle predpisu (jedna
se o tzv. aposteriorni pravdépodobnost tiidy ®,)

g,(x)=P(o,x). (10.33)

Na zavér tohoto odstavce poznamenejme, ze technika stanoveni diskrimina¢nich funkei minimalizaci
rizika, ktera byla v tomto odstavci popsana, se Casto nazyva technikou bayesovskych odhadi. Odpovi-
dajici klasifikator pak byva ¢asto nazyvan bayesovskym strojem. My jsme se zde ptidrzeli nazvu, kte-
ry je popisnéjsi.

10.2 Neuronové sité

Neuronové sité opét provadéji klasifikaci formalné popsanou vztahem (10.1), avSak jsou realizovany
pon&kud specialng. Neuronovym sitim je v ramei studia informatiky na FEI VSB-TU vénovan roz-
sahly prostor, a proto se zde omezime jen na zakladni pfipady, které jsou v praxi ptiznakového rozpo-
znavani pouzivany nejcastéji.
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10.2.1 Trivrstva (vicevrstva) sit’ s uéenim ,,back propagation*

Schéma tiivrstvé neuronove sit€ je znazorn€no na obr. 10.6. Do vrstvy vstupnich uzIl se zavadi jed-
notlivé slozky vektoru piiznaki, a proto je vstupnich uzli tolik, kolik je ptiznakl. Z vystupni vrstvy se
odebira identifikator téidy. Trebaze jsou mozné i jiné zplsoby, Casto se pouziva kodovani 1 zn.
V tomto piipad¢ je pak po¢et neuronli ve vystupni vrstvé roven poctu rozpoznavanych tiid. Pocet neu-
ronll ve stiedni skryté vrstvé (pripadné vrstvach) se zpravidla voli na zakladé zkusenosti. Neurony po
sobé jdoucich vrstev jsou spolu
pospojovany tak, jak je naznaCeno

, . na obr. 10.6.
vystupni vrstva
n neurond Doptedné Sifeni vzruchu i-tym
neuronem popisuji rovnice (obr.
10.7)
kryt4 1
Skryta vrst\:a y, = —, (10.34)
p neuronu 14+ Mo

kde s, = Zwl-,jxj (10.35)
J

Véhy w;; v ptedchozi rovnici se
stanovuji ucéenim, aby sit’ odpovi-
dala tak, jak je pozadovano
(koeficienty A; lze zpravidla stano-
vit pevné predem). Pied zahajenim
uceni se vaham prifadi napf. na-
hodné hodnoty z intervalu (—0.5, 0.5). Pfedpokladame, Ze pro u¢eni mame k dispozici trénovaci mno-
Zinu obsahujici dvojice {(x1,t)), (x2,t2),..., (X4 t,)}. Vektor x; je vstup, t; je vystup, kterym by neuro-
nova sit’ méla na vstup x; odpovidat. Je uZzitecné prikladat na vstup neuronové sité¢ hodnoty (slozky
vektoru x, tj. pfiznaky) normalizované, napt. do intervalu (0, 1). To proto, aby vSechny slozky
(ptiznaky) mély na uceni a rozpoznani ptiblizné stejny vliv. Také hodnoty na vystupu nemohou byt
s ohledem na sigmoidalni funkci (10.34) piedepsany libovolné. Teoreticky se na vystupu mohou obje-
vit hodnoty z intervalu (0,1). Prakticky vSak ptedepisujeme hodnoty z intervalu uzsiho, napt. z inter-
valu (0.1, 0.9). Uceni sité probiha tak, Ze na vstup ptikladame postupné vSechny vektory x; z trénovaci
mnoziny. Po pfilozeni kazdého vektoru vyhodnotime rozdil mezi skutecnou a pozadovanou odpovédi
neuronove sité a zmeénou vah w, ; pro vSechny neurony se snazime dosahnout zlepSeni souhlasu. Necht’
(X=(x1,%2,- .5 X)), =(t1,10,..., 1)) je jedna dvojice z trénovaci mnoZiny. Chyba neuronové sité pro tuto
dvojici ¢ini (y; je skute¢na, #; pozadovana odpovéd’ na i-tém
vystupnim neuronu; s¢itame pies vSechny vystupni neurony,
kterych je n)

m vstupnich
uzld

Obr. 10.6. Schéma tiivrstvé neuronové sité.

n
E:%Z(yi—ti)z. (10.36)
i=1
Logickym principem, na kterém je zaloZzeno uceni neurono-
v€ sit€, je nalezeni takovych vah w;;, pii kterych je uvedena
chyba minimalni. Metoda uceni .,,back propagation® je apli-
kaci hledani minima gradientni metodou. Pfipomeiime, Ze
gradientni metoda hleda minimum funkce f{x) nasledujicim
iteracnim postupem

XKD — (0 —Tlgfad(f(x))|xzx(k> , (10.37)

Obr.10.7. Realizace neuronu.

kde horni indexy (k), (k+1) znamenaji pofadové &islo itera-
ce. Gradientni metoda tedy postupuje proti sméru gradientu ,.doli” ve sméru nejvétsiho spadu. Délku
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kroku ovliviiuje vhodné zvoleny nasobitel 1. Pro vahy v neuronové siti na zakladé gradientni metody
mame (w je vektor vSech vah, vektory i gradient jsme v nasledujicim vztahu rozepsali po slozkéach)

WD 2By IE(w) (10.38)
Yig =TT '
L lw=w(®)
Je tedy Aw, ;=-n OF —_n9E Y 05 . (10.39)
ow; - dy; ds; ow; ; -

Dale vyjadiime jednotlivé derivace z piedchozi rovnice. Nejprve se omezime na vystupni vrstvu neu-
ronti. Mame

oE y; Ao hisi Os;
a—=(y,.—t,.), a—ylzl——xy,( -1). So=xp (1040abo)
Vi Si (1 o Misi ) Wi j
Pro vystupni vrstvu neurontl tedy mame
Awl,j =—1’]5,7\,ly,(1—y,)xj, kde 81 :(yl _tl) (104la,b)

Pro vnitini skrytou vrstvu neurond (pfi odvozeni vztahi pro u¢eni se zde omezime na sité tfivrstvé) je
jina hodnota dE/dy;. Uvazujme neuron ve skryté vrstvé. Hodnota y; na vystupu tohoto neuronu ovliv-
fiuje hodnoty na vystupu vSech vystupnich neuront. Je proto (hodnoty se stfiskou a suma
v nasledujicim vyrazu se tykaji vystupni vrstvy neuronti)

aE aE aj}k afk 2 (A S oA A\ A
eV veEvea Vi _fk)lkJ’k(]_yk)Wk,' . (10.42)
ayl k=1 Ay 05 axk,i Z{ l
Protoze pro hodnoty zbyvajicich derivaci dy,/ds;, ds;/0w; ; plati vztahy (10.40b,c) i pro skrytou vrstvu,
muiZeme pro modifikaci vah w;; ve skryt€ vrstv€ op€t pouzit vztahu (10.41a), v némz vSak polozime
0E < ~ S
8, =—=> (% —tx P (1= Dy iy, = 25 Ak (1= s » (10.43)
ay, k=1 k=1
kde 8k = (ﬁk — tk) je diference vztahujici se k vystupni vrstvé neurond. Uceni probiha tak, Ze dvojice

(x;,t;) z trénovaci mnoziny probirame jednu po druhé a pro kazdou dvojici provedeme pro vsechny
vahy jeden krok iterace (10.38). Tento proces se cyklicky opakuje. Ukonceni procesu kontrolujeme
pomoci zjisStovani velikosti chyby

(10.44)

kde Sk’ ; je chyba na vystupu k-tého neuronu pfi pfilozeni i-t¢ dvojice z trénovaci mnoziny, n je pocet
neuront ve vystupni vrstv€ a ¢ je pocet prvkd (dvojic (x;,t;)) trénovaci mnoziny. Uceni vyuzivajici
trénovaci mnoziny, v niz je ke kazdému vektoru ptriznaki zadan také pozadovany vystup neuronové
sité (kod tiidy objektu), se nazyva ufenim za asistence ucitele. Pravé popsané uceni ,,back propaga-
tion” je prikladem takového postupu. Neni-li pfifazeni tfid jednotlivym vektorim piiznaki doptedu
znamo, nelze uéeni za asistence ucitele pouzit.

10.2.2 Neuronova sit’ s kompetici

Neuronova sit’ s kompetici nevyZzaduje ke svému uceni asistenci ucitele. V trénovaci mnoziné nemusi
byt k jednotlivym vektorim priznakl ptifazeny tfidy. Dokonce ani nemusi zadna pifedem pripravena
trénovaci mnozina existovat a sit’ se miize ucit piimo za provozu. Kazdy zpracovavany vektor pfizna-
ki reprezentuje n&jaky bod v prostoru priznaki. Neuronova sit’ s kompetici béhem svého uceni dete-
kuje shluky takovych bodd. Rozpoznani je zalozeno na porovnani piedlozeného vektoru piiznaki
s vektory priznakd reprezentujicimi jednotlivé shluky. Schéma sité je uvedeno na obr. 10.8. Sit" obsa-
huje jedinou vrstvu neuronti. Do kazdého neuronu jsou piivedeny hodnoty jednotlivych slozek vekto-
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Kod1zn ru priznakd. Oznac¢me w; vektor vah vstupt i-

T T T tého neuronu a x vektor pfiznakt. Na svém vy-
stupu poskytuje i-ty neuron signal, jehoz veli-
( Vybér maxima > kost je popsana vztahem

fox—w|. (1045)

Je zfejmé, Ze neuron dava na svém vystupu ma-
ximalni hodnotu (hodnotu 0) tehdy, jestlize se
slozky pftilozeného vektoru pfiznakii shoduji
s vahami jednotlivych vstupli. Se zvétSujici se
diferenci vektoru piiznakii a vektoru vah hod-
nota y; klesa. Rozpoznani se dé&je tak, ze hodnoty
y; vypocitaji vSechny neurony a nalezne se neu-
Obr. 10.8. Neuronova sit’ s kompetici. ron, u néhoZ je hodnota y; maximalni. Nalezeny
,Vvitézny“ neuron identifikuje tfidu rozpoznava-
ného objektu - kazda tfida ma svij neuron, ktery ji rozpoznava. Neuronova sit’ tak kdduje rozpozna-
nou téidu metodou 1 z n. PoCet neuronti je proto nejméné roven poctu tiid, které ma sit’ rozpoznavat.
Pokud by bylo zapotiebi vysledek rozpoznani reprezentovat pomoci jiného kodu, bylo by mozné na
vystupy sité z obr. 10.8 pridat vhodny ptevodnik kodu (k jeho realizaci by bylo mozné pouzit napf.
dalsi vrstvy neurond).

Po kazdém rozpoznani probéhne jeden krok uceni, béhem néhoz jsou vahy u vitézného neuronu modi-
fikovany podle piedpisu
W, W, +Aw,, kde Aw,=o(x-w,) (10.46)

a kde o (a<<1) je empiricky stanoveny koeficient uceni. Je zfejmé, ze vztah (10.46) modifikuje vahy
vitézného neuronu tak, aby vice odpovidaly vektoru ptiznakli praveé rozpoznaného objektu (obr. 10.9).
Na zacatku provozu neuronové sit¢ jsou vahy nastaveny bud’ na pfedem zvolené hodnoty nebo nahod-
né. I kdyz se sit’ miize ucit i sama béhem provozu tim, jak zpracovava dalsi a dalsi vektory priznakd,
Ize ji prakticky samoziejmé pouzivat teprve tehdy, az bylo dosazeno priméireného pocate¢niho nauce-
ni. K tomu lze opét pouzit vhodné reprezentativni mnoziny ptiznakovych vektori - trénovaci mnoziny.
Pfi uceni lze i v pripadé neuronové sit¢ s kompetici probirat trénovaci mnozinu opakované (na vstup
sité se postupné prilozi vSechny vektory ptiznakl trénovaci mnoziny a pak se postup opakuje). Opa-
kovaného probirani trénovaci mnoziny lze vyuzit i k jednoduché kontrole nauceni sité. Sit’ lze pova-
zovat za dostatecné naucenou (s ohledem na zvolenou trénovaci mnozinu), jestlize se pii opakovaném
probirani trénovaci mnoziny neméni klasifikace jednotlivych vektorti do tiid (klasifikace vSech vekto-
ru zistava stejnd, jako byla v predchozim prichodu).

o(x—w,)) Alternativné miaze byt signal na vystupu neuronu definovan vztahem
i

Vi= YW x=wix = |wixcose. (10.47)
J

Piedpokladejme v tomto pripade dale, ze vektory w;, x jsou normali-
zovany na jednotkovou délku. Podle vztahu (10.47) je pak hodnota y;
nejvétsi tehdy, jestlize vektory w; a x maji stejny smér. Uvedeného
postupu lze ovSem pouzit jen tehdy, jestlize pii rozpoznani zavisi
Obr. 10.9. Modifikace vah  pouze na smeru vektoru ptiznaki, nikoli na jeho délce.

neuronu pii uceni. v, . . . .
Na zaver této podkapitoly poznamenejme, Ze problematika neurono-

vych siti byla v nedavné minulosti studovana velmi intenzivné. Toto
usili vyustilo v fadu zajimavych zavéra, které zde vSak neni mozné pro omezeny rozsah tohoto textu

Tvr

prezentovat. Pro podrobngjsi informace proto ¢tenare odkazujeme na specializovanou literaturu.
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11 Zpétna stereoprojekce

Mame-li k dispozici nékolik obrazli téZe scény, které byly ziskany nékolika kamerami umisténymi ve
scéné nebo jedinou kamerou umisténou postupné do riznych mist, pak lze za jistych okolnosti provést
rekonstrukei scény. Nejmensi pocet kamer (pripadné mist), které jsou k provedeni rekonstrukce zapo-
tiebi, jsou dvé (obr.11.1). Rekonstrukei pfi tom rozumime, Ze pro zvolené body dokazeme na zaklade
soufadnic jejich obrazii zachycenych kamerami vypogitat trojrozmérné soufadnice ve scéné. Reseni
naznaceného problému podrobnéji popiseme v nasledujicich podkapitolach.

11.1 Model kamery

Predpokladame, ze vztah mezi objekty pozorovanymi kamerou a jejich obrazy je linearni projektivni
transformaci (kolineaci). Modelem kamery je tedy dirkova komora. Ve scéné zavedeme globalni sou-
fadny systém (O,x.y,z) (obr.11.1). Uvazujme i-tou kameru (ptipadné i-tou polohu kamery). Pro ozna-
¢eni veli¢in vztahujicich se k i-t¢ kamefe pouzijeme
b symbolil s indexem i. Stied projekce i-té kamery je O, T,
je zobrazovaci rovina. Kolmice vedena z O; na rovinu T;
je optické osa kamery. V zobrazovaci roviné kamery lezi
zafizeni zachycujici obraz (jedna se naptiklad o pole
snimacich elementti CCD Ccipu, ptipadné o svétlocitlivou
vrstvu). Soufadnice bodli v obrazech méfime v soufad-
. ném systému (Z,u;,v;). V ptipadé CCD kamery jsou
‘ i ¢asto souradné osy tohoto systému hranami pole snima-
T Mz cich elementl. Ortogonalni soutadny systém (O, x;,y.z;)
Oz je souradnym systémem kamery. Jeho osa z; je identicka
s optickou osou kamery, osa x; je rovnobézna s osou u; (v
ptipadé CCD kamery tedy s hranou pole snimacich ele-
mentil). Dale v obraze zavedeme soufadny systém
(O",x".y"). Bod O lezi v misté, kde opticka osa kamery
protina zobrazovaci rovinu. Osa x'; je rovinobézna s osou
X;, osa y'; je rovnob€zna s osou y,. Vzdalenost f; =
dist(0,,0") je ohniskovou vzdalenosti kamery.

2

. 11.1. Zpétna jekee. . .
Obr petna stereoprojekce Uvazujme n&jaky bod X scény. V soufadném systému

(Ox.,2z) je bod X reprezentovan vektorem x=(x,y,z)T. V
soufadném systému (O.,x,,y,,z;) je tentyz bod reprezentovan vektorem x,=(x;,;,z;)T. Pro transformaci ze
souradného systému (O;,x,,y;,z;) kamery do globalniho soutadného systému (O,x,y,z) scény mizeme
psat

x=Rx;+o;, (11.1)

kde matice R; popisuje rotaci kamery a vektor o, (zadany v souradném systému (O.x.,y,z)) reprezentuje
stied projekce O;. Necht' X; je bod v zobrazovaci roving i-té kamery a tento bod necht’ je obrazem bo-
du X scény. Souradnice bodu X; méfené v souradném systému (Z;,u;,v;) jsou (u;,v;). Tyto souradnice
usporadame do trojrozmérného vektoru uw,=(u;,v;,1)T. V souradném systému (O, .x/.y;") je poloha bodu
X; popsana vektorem x;=(x;,y/,1)™= Qu;, kde Q; je matice popisujici transformaci ze soufadného
systému (Z;,u;,v;) do soutadného systému (O;,x;,y;'). Snadno ovétime, Ze plati

-1

1 0 u, 1 0 Off1 —cotgd; 0 - cotg6, uy,
Q =[[0 1T v [[O 5, O)O 1sin6, O|f =0 s/sin®, v | . (11.2)
0 0 10 0 10 0 1 0 0 1
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Jednotlivé symboly v matici Q; maji nasledujici vyznam

Vi (obr.11.2). Hodnoty u,, vy, jsou soufadnice (méfené v soufad-
v, X, ném systému (Z;,u;,v;)) t,)odu, v némz opticka osa protina zobra-

zovaci rovinu kamery. Uhel 0; modeluje moznou odchylku pole
Yo; ‘ ; snimacich elementi CCD senzoru od ortogonality, pfipadné
' moznou uchylku kolmosti zobrazovaci roviny a optické osy. Sou-
fadny systém (Z;,u,,v;) tedy nemusi byt ortogonalni, ale v praxi je

Z o - - hodnota 6; obvykle velmi blizka 7/2. Vyznam métitkového fakto-
0i ! ru s; je nasledujici: U kamer s CCD c¢ipem zohlediiuje mozné

Obr. 11.2. K vyznamu prvka diference rozmérti snimacich elementti ve sméru osy u a v. Jestli-
matice Q. Ze je vystup kamery analogovy, pak parametr s; zohlediiuje také

mozné zkresleni rozmérti snimacich elementti zpisobené nasled-
nou zpétnou digitalizaci analogového signalu. Ze vztahu (11.2) je zifejmé, ze parametrem s; koriguje-
me pouze pomérné zkresleni délek na osach - skute¢na celkova velikost obrazu bude vzata v tivahu
hodnotou ohniskové vzdalenosti. Poznamenejme, e matice Q;~! popisuje transformaci v opaném
sméru nez matice Q,, tedy ze souradného systému (O;.x;.y;) do souradného systému (Z,u;,v;,). Zda se
nazorné&jsi sestavit pravé matici Q;~!. Matici Q; ziskdme inverzi. Tento postup jsme uplatnili ve vzta-
hu (11.2). Zavedeme dale matici

1 0 0
F,=[0 1 0 |. (11.3)
0 0 -f
Snadno ovéfime, ze plati
x, =MFQu,, (11.4)
kde A; je redlny parametr. S vyuzitim vztahu (11.1) obdrzime
x=ARFQu, +o,, (11.5)
pfipadné A, z(RiFl-Ql-)_l(x—oi). (11.6)

Parametry obsazené v maticich F;, Q; (f;, uo;, vo;, 0, 5;) jsou vnitini (tzv. intrinsické) parametry kame-
ry. Matice Q; zohlediuje nékteré rozdily mezi skutecnou a idealni kamerou. V jednoduchych teoretic-
kych Gvahach se nékdy predpoklada Q~=I (jednotkova matice). Hodnoty R;, o, popisujici polohu ka-
mer v prostoru se nazyvaji vn&j$imi (tzv. extrinsickymi) parametry kamery. Zakladni Glohou pocita-
¢ového stereovidéni je na zakladé souradnic (#,,v;) obrazi néjakého bodu scény zjistit jeho prostorové
soutadnice (x,y.z). K feseni této ulohy je zpravidla nejprve nutné provést tzv. kalibraci kamery. Uko-
lem kalibrace je stanovit vniténi a vnéj$i parametry kamery. Jen v ptipadech, kdy jsou parametry ka-
mery predem znamy, mize kalibrace chybét (od vyrobce napf. mizeme znat hodnoty vnitfnich para-
metri, umisténi kamer v prostoru mizeme nékdy dostatecné presn€ zméftit).

Vztahy popisujici promitani realizované kamerou se zjednodusi, jestlize pouzijeme homogennich sou-
fadnic. (Pfedpokladame zde, Ze je Ctenat obeznamen alespoii s elementarnimi pojmy z projektivni
geometrie. V ptipadé potieby lze potiebné znalosti ziskat napt. z praci (Budinsky 83, Penna 86)).
Ostatné jiz diive jsme vektor u; zavedli jako w=(u;,v;,1)T, coz lze interpretovat jako homogenni sou-
fadnice bodu X; v dvojrozmérném projektivnim prostoru. Dale navic pripustime, aby homogenni sou-
fadnice nabyvala obecné hodnoty w;, tedy u,=(w;u,,wv;,w,)T. Podobné popiSeme v homogennich sou-
fadnicich i polohu bodu X vzhledem ke globalnimu soufadnému systému scény. Polozime x=(x.y,z,1)T.
Projektivni transformaci realizovanou kamerou lze nyni zapsat ve tvaru

u,=Px. (11.7)
Matice P; rozméru 3x4 popisuje transformaci. Vztahy (11.5), (11.6), (11.7) popisuji riznymi pro-
sttedky tutéz transformaci a jsou vzajemné ekvivalentni. V dal$im textu budeme podle potieby pou-

zivat vzdy ten tvar, ktery je pro danou ulohu nejvyhodnégjsi. Porovnanim vztahu (11.7) se vztahem
(11.6) zjistujeme, ze matice P, zahrnuje vliv vnéjsich i vniténich parametrii kamery.
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11.2 Pripad dvou kamer s rovnobézZnymi optickymi osami

Nejprve ukazeme jednoduchy piipad. Predpokladejme, Ze mame dvé kamery, které jsou usporadany
takto (obr. 11.3): 1) Obé kamery maji rovnobézné optické osy. 2) Predpokladame, ze plati Q=Q,=L
tedy xy'=up, y1'=vy, x2=up, y2'=v2. 3)
Soufadné osy uy, up lezi v jedné
ptimce. 4) Soufadné osy vi,v» jsou
rovnobézné. 5) Vzdalenost optickych
sttedd kamer je b. 6) Pocatek global-
niho soutfadného systému scény puli
spojnici 0,0, a osy globalniho sys-
tému jsou rovnobézné s osami (i),
vi(»). 7) fi=fh=f. Uvazujme ve scé-
né bod X o soufadnicich (x,y.z). Bod
X se promita do bodidl X, X, lezicich
Obr. 11.3. Kamery s rovnobé€znymi optickymi osami. v zobrazovacich rovinach prvni a
druhé kamery. Soufadnice bodii Xj,

X, métené v obrazech ziskanych kamerami jsou (u1,v1), (#2,v,). Z podobnosti trojihelnikti snadno ob-
drzime nasledujici vztahy (predpokladame, Ze ohniskova vzdalenost f se zadava jako kladna hodnota):

x+b/2:ﬂ’ x—b/2:u_2' (11.8)
-z f -z f
Analogické vztahy snadno zapiSeme také pro soutradnici y. Mame
Yoon Y ¥ (11.9)
-z f -z f
V rovnicich (11.8) jsou x,z neznamymi. Ostatni hodnoty jsou znamé. Reenim soustavy pro z ziskame
z=— b . (11.10)
U~
S vyuzitim rovnic (11.8), (11.9) pak snadno také nalezneme hodnoty x,y. Vychazi
oo blrm) y=Pluen) (11.11)
2(1/11 - Mz) 2(7/[1 - Mz)

11.3 Absolutni kalibrace a rekonstrukce

V tomto odstavci ukazeme postup, v némz se kalibrace provadi na zaklad¢€ toho, ze pro jisty pocet tzv.
kalibra¢nich bod(i zname jak soufadnice u;,v; jejich obrazi tak i jejich soufadnice x,y,z v soufadném
systému scény (nazev absolutni kalibrace je odvozen od pozadavku znat soufadnice x,y,z kalibra¢nich
bod). Zamé&iime se na pripad, kdy mame pouze dvé kamery (i=1,2). K odvozeni vyslednych vztahi
pouzijeme homogennich soufadnic a vyjdeme ze vztahu (11.7). Matici P, rozepiSeme do ti fadkovych
vektord rozméru 1x4 P=(p, 1, p;2. p;3)"- Rovnici (11.7) lze nyni prepsat takto

w;l; Pi1
Wiy (=] Pi2 [X- (11.12)
Wi Pi3

Predpokladejme nyni, ze zname projekéni matice Py, P, obou kamer. Dale predpokladejme, Ze je ve
scéné bod, jehoz obraz ziskany prvni kamerou ma soufadnice u;,v; a obraz ziskany druhou kamerou
ma souradnice u,,v;. UkaZzeme, jak lze rekonstruovat trojrozmérné soutadnice x,y.z tohoto bodu. Po-
lozme x=(x,y,z,1). Z posledniho tadku rovnice (11.12) mame
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W =PpisX, Wy =PpysX. (11.13)

Dosazenim rovnic (11.13) do prvnich dvou fadka vztahu (11.12) rozepsaného pro prvni i druhou ka-
meru dostaneme

P X —Up13X

P 2X = VP 3X

P X~ HPy 3X

P2 2X —VyPy3X

(11.14)

I
o o ©

Vztah (11.14) je linearni nehomogenni (uvazme, ze x=(x,y,z,1)) soustavou rovnic pro neznamé hod-
noty souradnic x,y,z. ProtoZe pro tfi neznamé jsou k dispozici ¢tyfi rovnice, jde o soustavu predeter-
minovanou. Predeterminovanosti lze vyuzit ke zmenseni vlivu chyb, které mohou byt do vypoctu vne-
seny neptesnym zadanim. Hodnoty u,v{, u,,v, soufadnic métenych v obrazech byvaji totiz zatizeny
Sumem, ktery vznika nepfesnym odecitanim soufadnic v obraze. Do této kategorie nepiesnosti patii i
pripad, kdy jsou v digitalizovaném obraze soufadnice méteny pouze celoc¢iselnymi (nikoli realnymi)
hodnotami (nékdy udavame soufadnice pixelu, do kterého obraz rekonstruovaného bodu padne, jako
celo¢iselné). Reseni linearnich predeterminovanych systémii metodou nejmensich &tverct je popsano
v dodatku B.

Z predchoziho vykladu vyplyva, Ze jsou-li k dispozici projekéni matice P;, pak lze provést rekonstruk-
ci soufadnic bodi. Postup, v némz jsou projekéni matice stanoveny, se obvykle nazyva kalibraci ka-
mer. Ukdzeme metodu, jak Ize kalibraci provést. Dosad'me opét (11.13) do prvnich dvou fadki vztahu
(11.12) a proved’'me transpozici obou takto ziskanych rovnic. Obdrzime
T T T_T
X p;|—ux p;3=0,
oo (11.15)
X Pip= VX Pi3= 0.
Uspotadejme zatim neznamé prvky projekéni matice P; do sloupcového vektoru p; = (p';1, p'i2.
p'i3)T. Vztahy (11.15) lze pak pfepsat maticové takto

pl
x' 0" —ux' IT’l 10 11.16
OT XT —v.XT piliz - 0 M ( . )

00 0 0 —ux —-uy —-uz -uy 0
P; =

z 1
. (11.17)
0 0 x yz 1 —vx —vy —vz —v 0

. Xy
Rozepsano tedy 0

0

Vidime, ze kazdy kalibracni bod ptispiva k nalezeni prvki projekéni matice dvéma rovnicemi. Stano-
veni dvanacti neznamych prvki projekéni matice provedeme na zakladé rovnic poskytnutych dosta-
te¢nym poctem kalibra¢nich bodl. Ukazeme ale, Ze projek¢ni matici bude mozné pomoci kalibra¢nich
bodil stanovit az na realného nasobitele. Uvedenou nejednoznaénost lze snadno ilustrovat pomoci
rovnice (11.7). Nasobme levou i pravou stranu rovnice libovolnym nenulovym realnym nasobitelem
W. Protoze v homogennich soufadnicich vektor pu; reprezentuje tentyz bod obrazu jako vektor u;, mu-
si byt také matice WP, nutné spravnou projek¢éni matici. Nejednoznacnost vyieSime zavedenim dopl-
nujici podminky. Snadno lze napt. realizovat postup, kdy néktery z prvki projekéni matice polozime
roven zvolené hodnot€ (napt. roven jedné). Jistou potiz vsak v tomto pripadé pisobi rozhodnuti, ktery
ze ¢lend projekeni matice bychom méli takto nastavit (zejména se nesmime pokouset takto nastavit
&len, ktery by mé&l vyjit nulovy). Cistsi moZnosti je pozadovat, aby vhodna norma projekéni matice
byla rovna zvolené hodnot€. MiZeme napt. pozadovat, aby soucet ¢tvercti viech prvkil projekéni ma-
tice byl roven jedné. V tomto ptipade vSak bohuzel obdrzime nelinearni tlohu, coZ je podstatna kom-
plikace. Podkapitolu miizeme uzavfit konstatovanim, Ze mame-li k dispozici pro kazdou kameru ales-
poti 6 kalibracnich bodt a zvolime-li dopliujici podminku, mizeme pro feSeni prvki projekeni matice
sestavit systém rovnic a prvky jednoznacné vytesit. 1 pfi pouziti minimalniho poctu Sesti bodi je
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ovsem tento systém piedeterminovany. Pro eliminaci Sumu (Sumem opét mohou byt zatizeny zejména
hodnoty souradnic u;,v; zmétené v obrazech) byva vsak v praxi pocet kalibra¢nich bodi mnohem vyssi
nez teoreticky nutné minimum. V otdzce feSeni pfedeterminovanych linearnich soustav opét odkazu-
jeme na dodatek B.

11.4 Relativni kalibrace a rekonstrukce

Casto p¥ichazi v Gvahu tloha, kdy miZeme m&fit pouze soufadnice bodii v obrazech ziskanych kame-
rami. Trojrozmérné soufadnice zadného bodu ve scéné pii tom nejsou k dispozici. Takova situace ma-
ze nastat napt. v pripadé vizualniho systému robota, ktery pracuje v neznamé scén¢. Ukazeme, Ze i za
této situace Ize scénu rekonstruovat. Uvazujme opét situaci, kdy mame k dispozici dvé kamery, pfii-
padné dva obrazy sejmuté ze dvou riiznych mist jedinou kamerou. Zavedeme matici rotace R a vektor
posunuti b = O, — Oy, které provad¢ji transformaci ze souradného systému druhé kamery do soufad-
ného systému prvni kamery podle vztahu

x; =Rx, +b. (11.18)

Pfipomefime, Ze R je ortonormalni matice a ze R=R.R;R,, kde R,R,,R; jsou matice odpovidajici
postupné provadénym rotacim kolem os x,y, a z;. Zavedeme vektor @ = (¢,,9,,¢.)" obsahujici odpo-
vidajici thly rotace. Matice R,, R), R, pak maji tvar

1 0 0 cosg, 0 -—sing, cos@. sin@, 0
R, =10 cosp, sing,|, R, =] 0 1 0 , R, =|=sin@, cos@, 0. (11.19)
0 —sin@, cosQ, sing, 0 cos@, 0 0 1

Jak ukazeme pozd¢ji, 1ze v procesu relativni kalibrace urit pravé matici R a vektor b. Zname-li matici
R; a vektor oy urcujici polohu prvni kamery v globalnim soufadném systému scény, pak milzeme
hodnoty Ry,0, ze vztahu (11.1) uréujici polohu druhé kamery vyjadrit vztahy

02=R1b+01, R2=R]R. (1120)

Hodnoty R;.0; popisuji vztah mezi soufadnym systémem prvni kamery a globalnim soufadnym sys-
témem scény. Tento vztah nelze v procesu relativni kalibrace urcit. Nékdy mohou byt hodnoty R,0;
znamy predem. JestliZze tomu tak neni, pak pro mnoho filoh postaci polozit R; =1 a o; =0, coZ zname-
na, ze globalni souradny systém scény ztotoznime se soufadnym systémem prvni kamery a soufadnice
bodi ve scéné tak méfime v souradném systému prvni kamery.

Predpokladejme nyni nejprve, ze kalibrace jiz byla

provedena a ze matice R; a vektor o, (i=1,2) z rovnice X
(11.1) jsou jiz pro ob& kamery znamy. Nejprve uka- s
zeme, jak lze provést rekonstrukci trojrozmérnych
soufadnic bodu, zname-li soufadnice jeho priméti v
obrazech ziskanych obéma kamerami. Necht' X ozna-
Cuje rekonstruovany bod. V soufadném systému
(O,x,y,z) necht je bod X reprezentovan vektorem
x=(x,y,z). Necht’ X; je obraz bodu X ziskany i-tou ka-
merou. V soufadném systému (Z,u,,v;) necht’ je bod X;
reprezentovan vektorem wu,=(u;,v;,1)". V soufadném
systému (O,x,y,z) je ptimka (O.X;) je popsana rovnici
0, + LR;F;Q.u;, kde A; je realny parametr. Obé piimky
(0X;) (i=1,2) by se teoreticky mély protinat v bodé X.
Opét je ovSem opravnéné predpokladat, Zze hodnoty
souradnic v obrazech nelze méftit zcela presné. Proto
necht’ v tomto odstavci pojednavajicim o rekonstrukei
soufadnic bodu zna¢i u; prakticky zjisténé vektory Obr. 11.4, Rekonstrukce polohy bodu.

V2

0,

z2
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souradnic, jejichz slozky jsou zatizeny Sumem méfeni. Podobné bude nyni X; znacit prakticky zjisté-
nou polohu primétu bodu X v obraze ziskaném i-tou kamerou. Je-li méfeni zatizeno chybami, pak jiz
bod X obecné nebude lezet soucasné na obou piimkach (O.X;) (obr. 11.4). Polohu bodu X lze stanovit
na zakladé podminky, aby soucet ¢tvercti vzdalenosti bodu X od obou ptimek byl minimalni. Hledame
tedy minimum

2
min Y dist’(x.0; + A, R,F,Q.u;). (11.21)

Pro stru¢nost matematickych vyrazi, které budou nasledovat, za-
vedeme vektor
V;, = RiFi

—LI=r 1 11.22
l |RiFiQiui| ( )

Obr. 11.5. Stanoveni vzda-
lenosti bodu X od promita-
ciho paprsku.

Na zékladé vlastnosti skalarniho sou¢inu pro hodnotu parametru A,
snadno nalezneme vztah

(11.23)

= |x—o,~|cos(p,~ = (x—o,.)Tvl- .

Necht’ A; oznaduje vektor vzdalenosti bodu X od piimky (O,X;) (obr. 11.5). Je ziejmé, Ze A; = (x—0,;) —
Aiv,. Soucet &tverch vzdalenosti mizeme nyni vyjadtit pomoci vztaha

€= EATA z[x 0,) ]T[(x—oi)—kivi]=

i=1

2
Z[X X—20,x—2\,v/Xx+0,0,+2)\.0, v, +7L2V ] (11.24)
i=1
Derivovanim ziskame
——22[ X—o0; ——VTX AV, +8i0 v+ A, aiVTV] (11.25)
1 0x 0

Z rovnice (11.23) vyplyva, ze 87u,~/8x=v,-. Polozime-li de /0x=0, pak po Gpravach obdrzime vztah

[ vix|v ] 2[o—ov)] (11.26)

Regenim rovnice (11.26) ziskame pro hledany vektor x predpis

lei(l vl v ri[o - o,Tv ] (11.27)

i=1

Nyni se vratime k problému kalibrace a ukazeme, jak lze zjistit matici R a vektor b, kterych lze podle
rovnice (11.20) pouzit ke zjisténi matice R, a vektoru o, (jak jsme jiz diive uvedli, predpokladame, ze
matici R; a vektor o; zname). Uvazujme bod X scény. V obrazech ziskanych prvni a druhou kamerou
se tento bod zobrazuje na body X|,X>. V soufadném systému (O;.x1.,y1,21) jsou sméry piimek (O X}),
(O,X,) reprezentovany vektory x;, Rx,. Jestlize jsou polohy bodi X7,X; v obrazech ureny piesné,
pak lezi pfimky (O1.X)), {OX3), (O,0;) v jedné roving. Podminku koplanarity Ize matematicky zapsat
vztahem x;-(bX(Rx;)) = 0. Zapisem [b], ozna¢ime antisymetrickou matici realizujici vektorovy sou-
¢in, tj. matici, ktera pro kazdy vektor a vyhovuje podmince [b], a=bXxa. Lze snadno ovéfit, ze plati

0 . b,
[b] =| 5. 0 -b, (11.28)
-b, b, 0
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PtepiSeme-li nyni podminku koplanarity do maticového tvaru, obdrzZime rovnici x;T[b],Rx, = 0. Do-
sadime-li do podminky rovnici (11.4), dostaneme

u/Q/F[b] RF,Q,u, =0, (11.29)
piipadng u/Q/F'[b] R.R R F,Q,u, =0 (11.30)
nebo také u/Cu, =0, kde C=Q/F'[b] RF,Q,=Q/F'[b] R.R,R,F,Q,. (11.31)

Rovnice (11.29), (11.30), (11.31) byvaji nazyvany rovnicemi koplanarity. Podobné byva matice C z
rovnice (11.31) nazyvana matici koplanarity. Kazda dvojice obrazili jednoho kalibracniho bodu popsa-
na soufadnicemi u; v prvinim obraze a soufadnicemi u, v druhém obraze dava vzniknout jedné rovnici
koplanarity. Je-li k dispozici ¢ kalibra¢nich bodti, pak lze sestavit soustavu g rovnic koplanarity. Této
soustavy lze pak pouzit k feSeni neznamych vnéjSich a vnitinich parametri kamery, které jsou obsaze-
ny v maticich Q;,Q,.F;.F,,[b]y, R.

Z rovnice (11.29) vyplyva, ze feSeni bude mozné provést az na méfitko vektoru b. Jestlize je totiz b
vektor, ktery vyhovuje rovnici (11.29), pak také vektor ub, kde | je realny nasobitel, rovnici vyhovu-
je. Abychom ulohu specifikovali jednozna¢né, zvolime dopliujici podminku. MiiZzeme napft. pozado-
vat |b|=d, kde d je zvolena hodnota (napt. d=1). V piipadé euklidovské metriky lze pak podminku ro-
zepsat do tvaru

b +by+bl=d”. (11.32)

Ze skuteCnosti, ze délku vektoru b je zapotiebi zvolit, vyplyva, Ze rekonstrukci scény bude mozné
provést az na méfitko. To znamena, Ze pro rtizné hodnoty d budeme dostavat podobné avsak riizné
veliké scény. Problém lze jednoduse vyfesit tak, Ze kalibraci provedeme pfi |b|=1. Zname-li pak sku-
te¢nou vzdalenost mezi nékterymi dvéma body ve scéné, miizeme stanovit méefitko, kterym je tieba
dodatecné nasobit vSechny soufadnice ve scéné (rozméry scény) tak, aby pozadované vzdalenosti me-
zi body bylo skute¢né dosazeno.

Z rovnice (11.29) vidime, ze pfi relativni kalibraci lze stanovit vzajemnou polohu kamer a vnitini pa-
rametry kamery. Vzajemna poloha kamer je popsana matici R a vektorem b. Protoze vSak mtize exis-
tovat nejvyse 7 nezavislych rovnic koplanarity (podrobny dilkaz tohoto tvrzeni neuvadime, ponévadz
by presahl ramec tohoto textu), Ize pomoci rovnic koplanarity a s vyuzitim dopliujici podminky
(11.32) zjistit nejvyse osm parametri. To viak nemusi byt na zavadu. Casto Ize totiz predpokladat, ze
se nekteré parametry (zejména vnitini parametry kamery obsazené v maticich Q,Q,) v ¢ase neméni a
lze je proto piedem stanovit pfedchozim méfenim (kalibraci) v laboratornich podminkach.

Reseni soustavy kalibra¢nich rovnic je obtizné, protoze se jedna o nelinearni problém. V poslednim
desetileti bylo prezentovano nékolik pfistupt k jeho feSeni. Zde nastinime jednu z moznych variant.
Vyjdeme z rovnic ve tvaru (11.30). Predpokladame, ze mame k dispozici ¢ kalibra¢nich bodt. Sou-
fadnice praméti i-tého kalibraéniho bodu v obraze prvni a druhé kamery ozna&ime postupné u;(,
w, (. Kazda dvojice u®, uy() dava vzniknout jedné rovnici koplanarity. Dostaneme tak celkem ¢ rov-
nic koplanarity, kterych vyuzijeme spolu s podminkou (11.32) ke stanoveni hodnoty parametrii
J12:05.0,,0:,b.,b,,b... Je ziejmé, ze nejmensi hodnota ¢, pfi niz Ize ulohu fedit, je 7. Prakticky vSak
byva g vyssi. Predeterminovanosti soustavy lze opét vyuzit k redukei vlivu Sumu, kterym miize byt
zatizeno méfeni soufadnic vektord u;(), u,(. Hledané hodnoty parametri uspofddame do vektoru p =
(112929, P-,b,,b,,,b) 1. Pro dvojici obrazii i-tého kalibra¢niho bodu mizeme pak rovnici (11.30) za-
psat prehledné ve tvaru

F(uf”.u’.p)=0. (11.33)

Podminka (11.32) spolu s g (¢>7) rovnicemi (11.33) tvofi piedeterminovany nekonzistentni systém
(nekonzistence vyplyva z ptitomnosti Sumu ve vstupnich hodnotach). Nekonzistentni systém nema
prisné vzato zadné teSeni. Lze pouze najit feSeni, které systému v jistém smyslu vyhovuje nejlépe.
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Mizeme naptiklad najit vektor parametrii p tak, aby soucet ¢tverci rezidui rovnic (11.33) byl mini-
malni. Hledame tedy takovou hodnotu vektoru parametrii, ktera minimalizuje funkci

9 . . 2
@:Z[F(ug’),ug”,p)] , (11.34)
i=1

a to za soucasného splnéni podminky (11.32). Hledani minima funkce za dopliujicich podminek lze
provést metodou Lagrangeovych multiplikatord, ktera je popsana v dodatku C. Metoda pievadi pro-
blém na problém nalezeni prostého minima (bez dopliiujici podminky) nové funkce, ktera vSak ma
veétsi pocet argumentl. V naSem pripadé je jistou komplikaci, Ze je iloha nelinearni. Nelinearni ulohu
minimalizace lze feSit napf. gradientni metodou. Postup je popsan v dodatku D.

11.5 Epipolara

Uvazujme bod X scény. V obrazech ziskanych prvni a druhou kamerou jsou soufadnice pramétid to-
hoto bodu popsany vektory u; = (u;,v1,1), uy =(u,v5,1). Dosadime-li do rovnice (11.18) rovnici (11.4)
zapsanou pro prvni a druhou kameru, snadno ziskame vztah

k]F]Qlul :;LzRFzQzuZ +b . (1135)
Odtud mame Auy =1Q5 F ' RTFQu, — Q3 'F; 'R b . (11.36)

Soudin Ayu, ve vztahu (11.36) reprezentuje v homogennich soutadnicich primét bodu X v obraze dru-
hé kamery. Rovnice (11.36) je homogenni parametrickou rovnici pfimky, v nizZ je parametrem hodnota
A. Mazeme tedy ucinit tento zavér: Jestlize mame v obraze prvni kamery bod, jehoz soufadnice jsou
u; = (u1,v1,1), pak poloha jemu odpovidajiciho bodu v obraze druhé kamery zavisi na hodnoté A;
(pouzitim vztahu (11.4) lze snadno ovérit,
7e plati A = —z;/f1). VSechny mozné polohy
vytvoli v obraze ziskaném druhou kamerou
ptimku. Tato pfimka se nazyva epipolarou.
Pro A; = 0 rovnice (11.36) urluje v obraze
ziskaném druhou kamerou polohu primétu
stiedu projekce prvni kamery. Tento bod se
nazyva epipol. Epipolara i epipdl jsou vyob-
razeny na obr. 11.6. Poznamenejme, ze od-
vozené vztahy je samoziejm&¢ mozné také
obratit, coz znamenda, ze k bodu v obraze
ziskaném druhou kamerou je mozné nalézt
epipolaru v obraze ziskaném prvni kamerou.
Totéz plati i pro epipol.

V pripadé¢ kamer s rovnob&éznymi osami

Obr. 11.6. Epipolara a epipdl. (podkapitola 11.2) se rovnice (11.36) pod-

statn€¢ zjednodusi. V tomto pfipadé totiz

mame F; =F, (proto dale piseme jen F), Q,

= Q, =1 (jednotkova matice) a R=1. Z rovnice (11.36) obdrzime vztah A u, = Aju; — F-'b. UvaZzime-

li, ze b = (,,0,0), pak z rovnice pro soufadnici z zjistujeme, ze A, = A (dale proto piSeme jen A). Pa-
rametrické rovnice epipolary pak jsou uy = uy — b,/ A, vy = vy.

11.6 Automatizované hledani korespondence

Pro rekonstrukei polohy bodu je zapotiebi identifikovat jeho priméty v obraze ziskaném prvni a dru-
hou kamerou. Zda se, Ze je mozné uvazovat i o automatizaci této ulohy. Lze postupovat napt. v nasle-
dujicich krocich: 1) V obraze ziskaném prvni kamerou identifikujeme body zajmu napf. nékterym z
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detektort rohti (kapitola 8.4). 2) Pro kazdy bod zajmu nalezeny v prvnim obraze ur¢ime koresponduji-
ci bod v druhém obraze. Druhy krok popiSeme podrobnéji. Necht' X; je bod zajmu nalezeny v prvnim
obraze a jeho soufadnice necht’ jsou u;.,v|. Z ptedchozi podkapitoly vime, ze korespondujici bod X,
bude v druhém obraze lezet na epipolafe. Piedpokladame, Ze kromé hodnoty A;, ktera je parametrem,
jsou vSechny zbyvajici hodnoty na pravé strané rovnice (11.36) k dispozici. Mlizeme proto stanovit
rovnici epipolary, na niz bod X, lezi. Pfesnou polohu bodu X, nalezneme tak, Ze systematicky prové-
fujeme vSechny body na epipolare (pii praktické implementaci miZzeme postupovat napi. po celych
pixelech). Oznacme @(u,v), @»(u,v) obrazové funkce prvniho a druhého obrazu. Necht’ u,v jsou sou-
fadnice provérovaného bodu ve druhém obraze. Otazku, zda provétovany bod koresponduje s X;, mili-
zeme rozhodnout na zaklad€ porovnani okoli bodu X s okolim bodu proveérovaného. K porovnani lze
pouzit napt. vztahu (obr. 11.7)

Diff(u,v)z i i[(pl(ul+Au,v1+Av)—(p2(u+Au,v+Av)]2. (11.37)

Au=—a Av=—a

Je zfejmé, 7e vztah (11.37) porovnava okoli &tvercového tvaru o strand 2a+1. Cim mensi hodnota vy-
jde, tim jsou si okoli podobnéjsi. Za bod korespondujici s X| lze povazovat takovy bod X,, ktery spl-
nuje nasledujici kriteria: 1) hodnota vypo¢itana podle vztahu (11.37) je pro X; minimalni a mensi nez
n&jaky zvoleny prah, 2) pro vsechny
ostatni body na epipolaie je hodnota
o1(,v) ©x(,) (11.37) vyznamné vétsi nez pro bod
X,. Druhé kriterium zohlediiuje po-
7adavek jednoznacnosti detekce.

Ackoli praveé popsany postup vypa-

da dosti pfimocare, skryva mnoha
M M tskali. Prvnim problémem je volba
Obr. 11.7. Hledani korespondence porovnavanim okoli vhodné velikosti okénka. Je-li okén-

bodu (kamery s rovnobéznymi optickymi osami). !(0 malé, hrozi, .ie detekce nebude
jednoznacéna. Pii velkém okénku se

naopak vyznamnéji uplatni fakt, ze
obrazy sejmuté z riznych mist jsou piesné vzato riizné a nelze obecné ocekavat shodu ptilis velkych
oblasti ve smyslu vztahu (11.37). Vztah (11.37) dale piedpoklada, ze okénku velikosti 2a+1 v prvnim
obraze odpovida ve druhém obraze okénko téze velikosti a Ze hrany okének jsou v obou obrazech rov-
nobézné se souradnymi osami. To je spln€no pouze ve specidlnich piipadech (napft. v pfipad€ kamer s
rovnob&znymi optickymi osami z
podkapitoly 11.2).

Otazka jednoznacnosti detekce ko-

X respondence je klicova. Pfisn€ vzato

je zapotfebi se smifit s faktem, ze

mohou existovat ptipady, kdy jed-

- = nozna¢nou detekci zajistit nelze.

Obr. 11.8. K nejednoznaénosti feeni problému Uvazme napf. piiklad dle obr. 11.8.

korespondence, Ani ¢lovéku se zde bez doplﬁujicfch

informaci nepodafi stanovit, ktery

bod v druhém obraze koresponduje

s bodem X;. Tim méné lze u podobnych tloh o¢ekavat feseni automatizované. Automatizované hleda-

ni korespondence je z vySe uvedenych divodid ulohou, jejiz obecné feseni je obtizné. 1 kdyz bylo pro

automatizované hledani korespondence publikovano vice postupi, nelze zadny z nich povazovat za
zcela uspokojivy.
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12 Analyza obrazu proménnych v Case

Az dosud jsme predpokladali, ze obrazy, které zpracovavame, jsou nepohyblivé. Nékteré ulohy vsak
maji povahu dynamickou. V takovém piipadé pak casto pracujeme nikoli s jednim, ale s celou sek-
venci obrazii pofizenych napi. kamerou. Skala tloh, které ptichazeji v Givahu, je rozmanita. Ukolem
naptiklad mize byt detekovat ve scén¢ pohybujici se objekty, stanovit parametry jejich pohybu, pfi-
padné objekty i rozpoznat. Jindy je naopak scéna staticka, ale pohybuje se kamera, ktera scénu sledu-
je. Takova situace nastava napt. u autonomnich robottl, u nichz se zada, aby se sami dokazali ve scéné
orientovat. Cilem také miize byt stanoveni geometrickych parametrti sledovanych objektd nebo stano-
veni trajektorie kamery ve scéné€. Velké §ifi problémd, které pfi analyze obrazii proménnych v case
vyvstavaji, odpovida i Siroka Skala metod, které jsou v literatufe pro jejich feSeni popisovany. V tomto
textu se omezime pouze na nekteré castéji pouzivané typické ptistupy. Jednim z nastroju, ktery se pii
zpracovani obrazli proménnych v ¢ase uplatiiuje témét pravidelng, je Kalmantv filtr. Popis Kalmano-
va filtru a jeho moznych aplikaci v diskutované tfidé tloh uvadime v podkapitolach 12.1 az 12.4. Ka-
pitola 12.5 je vénovana tzv. optickém toku, dalSimu nastroji, ktery lze dnes jiz povazovat za klasicky.

12.1 Diskrétni Kalmanuv filtr

Uvazujme dynamicky systém, tedy systém, jehoz stav se meni v ¢ase. Chovani systému budeme vyset-
fovat v okamzicich 1=0,1,2,..., o, Pfedpokladame, Ze stav systému v libovolném Case ¢ je mozné zcela
popsat vektorem x, stavovych proménnych. Posloupnost {x;} je vektorovym stochastickym procesem.
Dale piedpokladame, Ze chovani systému v Case je popsano rovnici

Xz+1:q)t+1\;xt+Dtdt+rth~ (12.1)

Slovné lze rovnici (12.1) formulovat takto: Stav systému v Case /+1 popsany vektorem x,.| je zavisly
na stavu x,, na deterministickém budicim signalu d; a na Sumu w, v Case ¢. Je ziejmé, ze vektor X, je
linearni kombinaci prvki vektori x,, d;, w,. Matice @), D, I'; obsahuji koeficienty linearni kombi-
nace. Indexem 7 je pfi tom zdlraznéno, ze také tyto matice obecné mohou byt proménné v Case. Je
zajimavé promyslet vyznam posledniho ¢lenu na pravé strané rovnice (12.1). Neformalné feceno vy-
Jjadfuje tento Clen nedivéru, v to, Ze pro popis systému plati rovnice x| = @ XD, Cim vetsi je
neditvéra, tim vice Sumu pfidavame. Vidime tedy, ze Kalmantv filtr pocita s tim, Ze chovani vySetio-
vaného systému nemusi byt znamo zcela ptesn€. Neuplna znalost je vzata v Givahu pridanim Sumu dy-
namiky systému. Pro Gplnost poznamenejme, Ze z piedpokladu (12.1) vyplyva, ze posloupnost {x,} je
tzv. markovsky proces. (V markovskych procesech zavisi stav v Case ¢ pouze na stavu v Case -1 a
nikoli na historii, jak se systém do stavu v case -1 dostal.) Pfedpokladejme dale, ze v kazdém case ¢
provadime méfeni, kterym zjistujeme, v jakém stavu se systém pravé nachazi. Obecné lze méfit libo-
volny pocet hodnot, z nichz kazda je né&jakou linearni kombinaci stavovych proménnych. Hodnoty
naméiené v ¢ase f uspofadame do vektoru z,, Modelem méfeni je rovnice

z,=Hx,+v,. (12.2)

Matice H, je matici mé&feni, ktera popisuje, jak méfené veli¢iny zavisi na hodnotach stavovych pro-
meénnych. Mé&feni je zkresleno Sumem v, Predpokladame, ze Sumy w,v jsou gaussovské vektorové
nahodné procesy s nulovou stfedni hodnotou a s charakterem bilého Sumu. Uvedené predpoklady jsou
vyjadieny rovnicemi

E{w,}=E{v,}=0, (12.3)

cov{wt ,ws} = VWJS(I - s) , cov{vt ,vs} = Vvﬁtﬁ(t - s) . (12.4)

Vyse uvedené rovnice plati pro vSechna 7,5 =0,1,2.,... ; Vy,,a Vy, jsou disperzni matice Sumu dynami-
ky systému a Sumu méfeni

wat = cov{wt,wt} , Vv’t = cov{vt,vt}. (12.5)
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Predpokladame, ze Sumy w.v jsou na sobé nezavislé a Ze jsou nezavislé také na pocatecnim stavu xy.
Pro vSechna £,5s=0,1,2,... tedy mame
cov{w,, v }=0, (12.6)

cov{xo,wt}=0, cov{xo,vt}z(). (12.7)
Cilem vypoctu je provést v kazdém okamziku ¢ odhad X, stavového vektoru x,. Pro provedeni odhadu

by pfi tom mély byt vzaty v uvahu vSechny hodnoty, které byly az do doby ¢ ziskany mé&fenim. Chybu
x, odhadu miizeme stanovit jako rozdil

X, =x,—X,. (12.8)

Odhad x, stanovime tak, aby byly splnény nasledujici vlastnosti
E{%,1=0, E{ifit}:min. (12.9)
Vztah (12.9) je ptedpisem, v némz se odhad X, hleda na zéklad¢ minimalizace tzv. bayesovského ri-
zika. Zaved’'me podminénou hustotu pravdépodobnosti p(x,z.z1,..., Z;), coz je hustota pravdépodob-
nosti vektorové nahodné proménné x, za predpokladu, ze v ¢asech 0,1...., # byly naméfeny hodnoty
7y.Zi...., Z;. Tuto hustotu oznacime zkracené p(x,Z,). Lze ukazat, ze v naSem piipad¢ je pozadavku

(12.9) ekvivalentni postup, kdy je odhad X, nalezen jako hodnota maximalizujici hodnotu p(x/Z,).
Véiime, Ze Ctenal shleda, ze tento postup je racionalni i sam o sobé, bez zduraznovani skuteénosti, 7e
jde o dusledek pozadavku (12.9), coz jsme zde pouze uvedli, ale nedokazali. Protoze podrobna reali-
zace naznateného postupu a odvozeni vyslednych vztahii pro Kalmandyv filtr by pfesahovaly moznosti
tohoto textu, uvedeme zde pouze vysledek. Filtr po¢ita odhad X,,; v Case t+1 pomoci rekurentniho
predpisu vyuzivajiciho hodnot v case . Protoze je predpis ponckud komplikovanéjsi, byva rozdélen
do né&kolika dil¢ich krokd. Kromé vypoétu odhadu X,,, je také stanovovana disperzni mati-

ce Vg ;41 chyby odhadu. Jako pomocné hodnota je déle v kazdém kroku po€itana predikce Vi +e

disperzni matice chyby odhadu a matice K, zesileni. Vypocet pak mize byt realizovan v nasleduji-
cich krocich

T T
Vi,t+1\z = q)t+1|tVi,tq)t+l|t +I, Vv, Iy, (12.10)
—1
T T
K= Vi,t+l‘th+l[Ht+lV§,z+1‘[Ht+1 + Vv,;+1] > (12.11)
§t+l‘t = t+l‘t§t +Dd,, (12.12)
X, = ’A‘z+1\z +Kz+l[zz+1 - Ht+l§z+1‘[] > (12.13)

Vi :(I_Kt+lHt+l)V§ (12.14)

RS

Jak je z uvedenych vzorcl vidét, je pro realizaci vypoctu zapotiebi znat hodnoty @y, D, T, Hy, Vy 1,
V,.; Tyto hodnoty ziskdme na zikladé€ analyzy ulohy, v niz ma byt filtr pouzit (ptiklad je uveden v
nasledujici podkapitole). Pro spusténi algoritmu je dale nutné zadat pocatecni hodnotu X, odhadu

stavového vektoru a pocatecni hodnotu Vi  disperzni matice chyby odhadu v ¢ase #=0. Protoze je

odhad neustale korigovan métenim, neni Kalmaniv filtr pfili$ citlivy na pfesnost nastaveni pocatec-

v

nich hodnot. Nejsou-li k dispozici pfesn&jsi udaje, mizeme polozitx;, =0 a za Vi, vzit diagonalni
matici, v niZ jsou na diagonale dostatecné veliké odhady pocate¢nich disperzi jednotlivych prvki sta-
vového vektoru.

12.2 Aplikace Kalmanova filtru pri sledovani pohybujicich se objekti

Predpokladejme, Ze v casech 1 = 0,1,... kamera snima obrazy scény a produkuje tak sekvenci obrazi
11.b.... . Zatimco kamera je pevna, vyskytuji se ve scéné pohybujici se objekty. Pro jednoduchost
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predpokladejme, Ze objekty zajmu jsou izolované body. Ukolem pak je tyto body detekovat a sledovat
jejich pohyb v jednotlivych obrazech sekvence. Problém je ilustrovan na obr. 12.1. Necht’ X je bod
zajmu. Priimét bodu X v obraze I; oznac¢ime X;; (u,,v,) necht’ jsou soufadnice bodu X, v /,. Ptredpokla-
dame, ze hodnoty soufadnic lze ziskat méfenim. Méfeni je vSak zatizeno chybami, a to napft. pfi-
nejmen$im proto, Ze soufadnice bodli v obrazech ¢asto méfime celociselnym poctem pixelil, zatimco
presné hodnoty jsou realné (na chybach méfeni se ovS§em mohou podilet i dalsi vlivy). Pokud lze pro
pohyb bodu v obraze formulovat néjaky model, pak je mozné k odhadu piesnéjsich hodnot soufadnic
bodi pouzit Kalmanova filtru. Filtr postupné odhaduje soufadnice bodu v ¢ase +=1.,2,... . Pfi tom pro
kazdé ¢ bere v tivahu nejen vSechna méfeni provedena az
do doby f véetné, ale také teoreticka ocekavani o pohybu
bodu, ktera jsou vtélena do modelu systému. Lze proto
ocekavat, Ze odhad poskytnuty Kalmanovym filtrem bude
lepsi nez jednotlivé méfeni.

Nyni ukazeme konkrétni navrh Kalmanova filtru. Rekng-
me, 7e jsme zjistili, ze pro vSechna ¢ jsou soufadnice u,.v,
obrazu bodu zajmu v I, nekorelované, a Ze proto mliizeme
pro kazdou soutadnici pouzit samostatny filtr (tento pied-
Obr.12.1. Sledovani poklad je dosti Casty a vétSinou také opravnény). Kazdy
pohybu vyznaénych bodi. sledovany bod tak bude vyzadovat dva filtry: Jeden pro
souradnici u, druhy pro soutadnici v. Oddélené zpracovani
souradnic je vyhodné. Oproti pripadu, kdy by pro obé sou-
fadnice byl pouzit filtr jediny, maji matice ve vztazich (12.1), (12.2), (12.10) az (12.14) poloviéni
rozméry, a vypocet je proto rychlejsi, a to i piesto, Ze se v ptipadé dvou filtrti provadi dvakrat (uvazte
napt. nasobeni ¢tvercovych matic - zvétsi-li se rozmér matice dvakrat, vzroste pocet operaci osmkrat).
Protoze pro obé soufadnice pouzijeme dvou shodné konstruovanych filtrd, budeme v dal$im textu
uvadét pouze vztahy pro soufadnici u. Vztahy pro soufadnici v budou analogické. Reknéme dale, e o
tom, jakymi zakonitostmi se pohyb sledovanych bodd v obrazech tidi, nemame piesné poznatky. Mu-
sime proto navrhnout pokud mozno dosti obecny model. Takovym mtize byt napf. model, v némz jako
stavové proménné volime soufadnici u, jeji prvni diferenci #' a druhou diferenci " a v némz piredpo-
kladame, Ze druha diference (zrychleni) je konstantni. Stavovy vektor je tedy x,= (uu;,u;,")". Piedpo-
kladame, ze chovani systému dostate¢né vystizné popisuji rovnice

Uy = u, + Au! +%(AI)2L[Z”, (12.15)
Ui = u; + Atu/ (12.16)
u =u . (12.17)

V nasem piipadé€ je Ar=1. Mérenou hodnotou je pouze hodnota soufadnice (vektor z, obsahuje pouze
jedinou slozku). Deterministické buzeni systému v nasem piipadé neni, a proto lze ve vSech vzorcich
¢leny D.d, vypustit. Matice @1, H, jsou v popisovaném piipad¢ konstantni v ¢ase a maji tvar

1 05
1|, H,=[1 0 0]. (12.18)

o 1
0 1

1
t+lr = 0
0
Podle miry, jak piesné rovnice (12.15) az (12.17) vystihuji skute¢ny pohyb bodl v obraze, nastavime

hodnoty v maticich Vy , a T',, které popisuji nejistotu modelu. Ob¢é matice zde volime diagonalni a v
Case konstantni

o2 0 0 Y, 0 0
Ve,=|0 of 0|, T,={0 y, 0] (12.19)
2
0 0 o 0 0 v,
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Hodnoty 6,2, 6,2, 6,2 jsou variance Sum, ktery je podle vztahu (12.1) pfi¢itan k pravé strané rovnice
pro soufadnici, k pravé stran¢ rovnice pro rychlost a k pravé strané rovnice pro zrychleni. Jak je vidét
z tvaru matice V,, ,, predpokladame v naSem piipad¢, ze jednotlivé slozky Sumového vektoru jsou na
sob¢é nezavislé. Jak je dale vidét z rovnice (12.1), upravuji hodnoty v,, Yy, Y, velikost Sumu. Matice
V,, obsahuje pouze hodnotu variance 6,,> Sumu méfeni a je tedy V, ,=[0,%]. Navrh konkrétnich hod-
not obsazenych v maticich V,, ., I, V,, je obtizny. I kdyZ se navrh mize opirat o néjakou logickou
uvahu, je vZzdy na misté experimentalni ovéfeni. Nevhodné zvolené hodnoty mohou vést ke zbytecné-
mu snizeni G¢innosti filtru. Pro rozbéhnuti filtru je dale zapotrebi zvolit poc¢atec¢ni hodnoty. Pocatecni
hodnotu stavového vektoru miizeme volit napt. X, = (1(,0,0), kde u, je soufadnice zjiSténa pfi prvnim

vyskytu sledovaného bodu. Jako pocatecni hodnotu Vs , disperzni matice chyby odhadu mizeme vzit
diagonalni matici, kde na diagonalu postupné umistime predpokladané disperze chyby pocatecniho
odhadu soufadnice, rychlosti a zrychleni. Neni-li k dispozici Zadny apriorni pfedpoklad, pak na diago-
nalu jednoduse umistime dostatecné veliké hodnoty.

Nakonec jesté popisme samotny algoritmus sledovani pohybu bodt. Uvazujme po sob& jdouci obrazy
I, Ir1 sejmuté v &asech 7, ++1. Rekneme, Ze bod X; z obrazu I; koresponduje s bodem Xy+1 z obrazu
111, jestlize X;, X1 jsou obrazy téhoz bodu scény. Sledovani bodi lze realizovat pomoci hledani ko-
respondujicich part bodi v po sobé jdoucich obrazech. Predpokladame, 7e Casovy interval, v némz
jsou obrazy snimany, je dostate¢né kratky, a Ze jsou proto po sobé& nasledujici obrazy dosti podobné.
Algoritmus sledovani miize pracovat napt. takto: V obrazech I;, /+1 nalezneme body zajmu. K tomu
lze pouzit napt. n€kterého z detektort rohti (kapitola 8.4). Necht’ X; je bod zajmu nalezeny v obraze /Iy,
Predpokladejme, ze odhad 4,9, soufadnic tohoto bodu ziskany Kalmanovym filtrem podle vztahu

(12.13) je jiz znam. V obraze I+ nyni hledame bod X+ korespondujici s X;. Vztahy (12.12), (12.15)
poskytuji predikci ﬁm‘t,ﬁm‘t polohy bodu Xp+1 v

obraze I+1. Tato predikce je verifikovana nalezenim
skute¢né polohy korespondujiciho bodu. Skutecnou
polohu korespondujiciho bodu lze najit takto: Body
zajmu nalezené v [+, jejichz vzdalenost od prediko-
vané polohy je mensi nez jista prahova hodnota, jsou
povazovany za kandidaty na korespondenci a kore-
spondence mezi X; a kazdym z kandidati je dale pro-
vétovana. (Na obr. 12.2 se v blizkosti predikované
polohy vyznacené kiizkem vyskytuji celkem tii kan-
Obr.12.2. Vybér korespondujiciho bodu didati na korespondenci s bodem X;; prahova hodnota

z mnoziny kandidata. vzdalenosti je vyznacena <carkovanou kruZznici.)
Vhodnou prahovou hodnotu vzdalenosti lze odhad-
nout s vyuzitim disperzni matice Vg, chyby odhadu

X,t

stavového vektoru. Necht’ Yi+1 je moznym kandidatem. Posouzeni zda Y1 s X; skutené koresponduje
je provedeno na zakladé porovnani hodnot zvolenych jasovych priznaki (kapitola 9.8, 9.9) vypocita-
nych pro jisté okoli kazdého z bodt testované dvojice (na obr. 12.2 jsou znazornéna okoli kruhova).
Alternativné by téZ bylo mozné piimo porovnat okoli bodl X;, Ys1 podobné, jak jsme provadéli
v kapitole 11.6. Necht’ a(X;), a(¥»+1) jsou vektory ptfiznak vypocitané pro body X: Ys+1. Hodnota
|a(Xy) — a(¥Yr+1)| umozituje posoudit miru korespondence. Za bod korespondujici s X; povazujeme toho
z kandidatt, pro kterého je uvedena délka dostatecné mala a vyznamné mensi nez pro kandidaty zby-
vajici. Jestlize je bod korespondujici s X; nalezen, jsou znamy jeho soufadnice, coz v terminologii
Kalmanova filtru znamena, Ze bylo provedeno méfeni. Na zakladé takto provedeného méieni pak
vztah (12.13) poskytuje zpiesnény odhad #,,,,7V,,,, v némz je redukovan vliv Sumu. Je samoziejmé,

ze v prib&hu ¢asu mohou nékteré body zajmu z obrazu zmizet. To mlize nastat bud’ proto, ze bod
opusti zorné pole kamery nebo proto, Ze je zakryt n¢jakym objektem scény. Nové body se naopak mo-
hou objevit.
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12.3 Alfa, beta filtr pro sledovani pohybu bodu

Pfedpokladejme nyni, ze matice @1, Dy, Iy, Hy, V4, V,; v Kalmanové filtru jsou v Case konstantni
(ve zbytku této podkapitoly jiZ proto u téchto matic index ¢ nebudeme pouzivat). Prakticka zkusenost

s pouzitim Kalmanova filtru ukazuje, ze se hodnoty v maticich K;, V¢,V , +e méni nejvice na za-

¢atku vypoltu a srostoucim ¢ se postupné ustaluji. Nabizi se proto myslenka provadét vypocet
s pevnou hodnotou matice K, ktera odpovida ustalenému stavu. OCekavame, ze tento postup sice na
zacatku vypoctu povede k jistému snizeni G¢innosti filtru, to vSak ale bude na druhé strané vyvazeno
jednodussim (a tudiz rychlej$im) vypoétem. Zaved’'me tedy

Vi=limVg,, Vi=lmV.,, ., K=IlmK,. (12.20)
oo X2 e XolF |z e
Polozme dale Q =T, Vy, I';l. Rovnice (12.10) az (12.14) mizeme nynfi pfepsat do tvaru
V; =0V,0" +Q, (12.21)
A T A T -1
K=VH'(HVH +V,) (12.22)
%,,, = @%, +Dd,, (12.23)
SR SIS (TS L (12.24)
V, =(I-KH)V,. (12.25)

Do rovnice (12.21) postupné dosadime rovnice (12.25) a (12.22). Dostaneme
< 4 T 4 T (1% T -l < T
V; =0(I-KH)V, @' +Q= (D[I -V.H (HVH + VV) H]Vi.cD +Q. (12.26)
Upravou rovnice (12.26) pak snadno dostavame rovnici
A N A A -1~
V;=®V.®' —-®V.H' (HV;HT + Vv) HV.®" +Q. (12.27)

Poznamenejme, ze rovnice ve tvaru, ke kterému jsme dospéli, byva nazyvana rovnici Ricattiho. Rov-
nice (12.27) je rovnici, z niz lze stanovit matici \AQ (ostatni hodnoty jsou znamé). Zname-li tuto mati-
ci, pak dle vztahu (12.22) jiz snadno stanovime matici Kalmanova zisku.

[lustrujme popsany postup na konkrétnim ptipad€. Podobné jako v predchozi podkapitole navrhneme
filtr pro odhad polohy bodi v obraze. Opét predpokladame, ze soutadnice bodi jsou nekorelované, a
navrhneme proto pro kazdou soufadnici oddéleny filtr. Protoze jsou filtry pro obé soutadnice konstru-
ovany shodné, omezime se pii vykladu pouze na jedinou soufadnici, kterou ozna¢ime u. Pro jednodu-
chost tentokrat uvazujeme model s konstatni rychlosti. Stavovy vektor volime x,= (u,,u,)!. Pfedpokla-
dame, Ze pohyb bodi dostate&né presné popisuji rovnice w1 = u, + Af u/, u'y1 = u;. Oznalme u,” hod-
notu soufadnice ziskanou méfenim v Case . Vektor méfeni pak je z,= (u,"). Matice filtru maji tvar

1 1
q>=|: } H=[1 0]. Q=[‘111 qu} VV=[(5§1]. (12.28)
0 1 912 92
Zatim nezndmou matici \Afi,, predpokladdme ve tvaru
\7§=[V“ vlz} (12.29)
Yoo Va2
Dale vypoctéme
A I 1 1 0 +2v, + +
q)Vi(I)T: Yii V12 _ YT EVia TV Vi TV ' (12.30)
01 Vi Voo 1 1 Vi2 +V22 Vyr

Z rovnice (12.27) mame
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_ — ~ (1 0]x
Q _ (2V12 +V22) V22}+;2q)vi[ :|Viq)T ) (123])
— Vi 0 V11 +Gm 0 0

Upravou (12.31) déle dostaneme

5 (Vn +V12)2 (Vn +V12)V12
VTVt TVpt————— 55—
Q= Vi1 T 0y ‘;11 TO0m |, (12.32)
(Vn +V12)V12 Vi,
TVt — 3
Vi1t O V11 Oy

Zname-li hodnoty prvkd matice Q, mizeme z rovnice (12.32) vypocitat hodnoty v|,v{2,v22, €OZ jsou
prvky matice \A7§ Jistou komplikaci ovSem je, ze rovnice (12.32) je nelinearni, a vypocet je proto po-

nékud nepfijemny. Jestlize je matice V; vypoctena, mizeme snadno stanovit matici Kalmanova zis-

o i
K:—AV{I _=]. (12.33)
HV.H +o0,, [k

Polozme o=k, B = At k. Rozepsanim vztaht (12.23) (¢len Dd; opét odpada) a (12.24) obdrzime
=u, + A, (12.34)

ku. Z rovnice (12.22) dostaneme

Upy1|s

U1 = ut+1‘z + 0([uﬂ-l - u[+]‘t]a (12.35)

Uy = u't+]t+% =t (12.36)
Prakticky se pfi sledovani pohybu bodi hodnoty o, pocitaji pouze pti zfizovani filtru pro nové se
objevivsi bod. Navic lze ¢asto stejnych hodnot o3 vyuzit pro celou skupinu bodi nebo dokonce pro
celou tfidu tiloh. Vypocet provadény béhem sledovani se tak redukuje na pouhé opakované vycislova-
ni vztahi (12.34) az (12.36). Nizka slozitost vypoctu je vyhodna zejména pro tilohy v realném case.
Na zavér této podkapitoly poznamenejme, ze podobnym postupem, jako jsme odvodili vztahy pro pii-
pad, kdy rychlost predpokladame konstatni, by bylo mozné odvodit také vztahy pro ptipad, kdy je
konstatni zrychleni. Obdrzeli bychom tzv. o.f,y filtr. Odvozeni je viak bohuzel ponékud zdlouhavé a
vysledné vztahy dosti komplikované.

12.4 Sledovani objekti v obrazech ziskanych pohybujici se kamerou

Predpokladejme nyni, Ze sledovana scéna je pevna, ale Ze se pohybuje kamera, ktera scénu sleduje.
Nejprve promyslime, jakymi zakonitostmi se fidi pohyb priméta bodt sledované scény po obraze. K
tomu vyuzijeme terminologie a symboliky zavedené v kapitole 11.1. Necht bod O, (reprezentovany v
souradném systému scény vektorem o,) popisuje polohu pocatku souradného systému kamery v Case ¢
(tj. polohu stfedu projekce) a matice R, necht’ popisuje natoc¢eni souradného systému kamery v Case ¢
vzhledem k souradnému systému scény. Zavedeme vektor posunuti b, a matici rotace R, tak, aby
pro transformaci ze soufadného systému kamery v case s do souradného systému kamery v ¢ase ¢ pla-
tilo (nasledujici vztah je zobecnénim vztahu (11.18))

x, =R, x;+b, . (12.37)

[,8*s
Uvazujme bod X scény. V obrazech ziskanych kamerou v casech ¢, +1 jsou soufadnice pramétid to-
hoto bodu popsany vektory u,, u, (kapitola 11.1). Z rovnic (11.4) a (12.37) snadno ziskdme vztah
ALFQu, = AR, i F Qg +by (12.38)
Odtud mame = M O ERY FQu, - —— QL AR L, b 12.39
U = er+1 JENE A eS| AQu, TQ1+1 PESE AR LVES B (12.39)

t+1 t+1
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Je patrné, Ze rovnice (12.39) je ve tvaru, jaky je predpokladan Kalmanovym filtrem. Stavovym vekto-
rem je vektor u, vektorem deterministického buzeni je vektor b, ;. Porovnanim rovnice (12.39) s
rovnici (12.1) mame

q)t+1\t 73» QtHFt_-i-l]Rt +FQ,, D, = 7» Qt_llF;rllR, (4l - (12.40)

t+1 t+1

Praktické pouziti pravé odvozeného exaktniho modelu v$ak bohuzel neni jednoduché. Ke stanoveni
matic @, a D; jsou potiebné matice Qr+1, Fr1, Rys+1 a vektor by, s+1, které vSak v okamziku, kdy je
odhad vektoru u+1 zapotiebi provést, obvykle nejsou k dispozici. Casto jsou naopak teprve na zakladé
tohoto odhadu (provedeného pro dostate¢ny pocet bodii) vypocitany. Proto jsou i v piipad€ pohybujici
se kamery Casté€ji pouzivany priblizné modely popsané v podkapitolach 12.2, 12.3.

12.5 Opticky tok

Uvazujeme opét obrazy, které se méni v Case, a to bud’ proto, ze se pohybuji objekty ve scéné nebo
proto, Ze se pohybuje kamera. Na rozdil od predchozich podkapitol vSak nyni predpokladejme, Ze se
obrazy v ¢ase mohou ménit zcela spojit€. Necht' X je n&jaky bod scény. V Case ¢ necht” se tento bod
promita do bodu, ktery je v soufadné soustavé obrazu reprezentovan vektorem (u,v). V Case 1+0f se
tentyz bod X scény zobrazuje do bodu (u+du, v+0v), kde du = u'dt, Ov =v'0t a u'=du/dt, v'=dv/dr. Pfed-
stavujeme si, 7e protoze je bod (u+0u, v+0v) primétem téhoz bodu X, jako byl diive bod (u,v), nabyva
bod (utdu, v+0v) v Case 10t stejného jasu, jako byl jas v bodé (u,v) v Case ¢. Necht’ Au,v,r) oznaduje
funkci jasu (obrazovou funkei), ktera je nyni proménna v Case. Rozvirime tuto funkci v okoli bodu
(u,v,1) v Taylorovu fadu. Dostaneme:

F o I

+0u,v+ov,t+0t)= t +—f§ + L Ov+L-0ot+... . 12.41

f(u U, v+ Ov ) f(uv) auu avv £y ( )

Tecky v rovnici (12.41) naznacuji cleny vyssich fada. Podle predchozi ivahy ma byt
f(u+5u,v+8v,t+5l)=f(u,v,t). (12.42)

Dosadime-li do rovnice (12.42) vztah (12.41), v némZ zanedbame cleny vysSich fadi, vydélime-li
rovnici hodnotou o7 a predpokladame-li 6r—0, pak z (12.42) obdrzime rovnici

al%+a—fﬂ+al:0. (12.43)
Judr dvdr ot
Zaved’'me déle oznaceni f =71, gf fos af =f. (12.44)

Rovnici (12.43) lze pak piepsat do tvaru

S + [V + f,=0. (12.45)
Rovnice (12.45) byva nazyvana rovnici optického toku. Jeji pouziti je nasledujici: Funkce f,, 1., f, jsou
znamy. Zname totiz funkci fu,v,f) (je sejmuta napf. kamerou) a ziejmé ji také dokazeme derivovat, a
to podle okolnosti bud’ analyticky nebo spiSe numericky. Neznamymi jsou tedy hodnoty rychlosti
u'(u,v), V'(u,v) v jednotlivych bodech obrazu. Nalezneme-li funkce #'(u,v), v'(u,v), pak na jejich zakla-
dé mizeme usuzovat napt. na tvar pohybujicich se objektli. Objekty riznych tvard totiz produkuji
riizna rychlostni pole. Rovnice (12.45) vSak bohuzel sama o sob¢€ ke zjisténi rychlostniho pole nestaci,
a je proto nutné formulovat dopliiujici podminky. Casto byvé jako dopliiujici uvadéna podminka, aby
se rychlostni pole po plose obrazu ménilo co nejmirnéji. (Prisné vzato je vSak uvedeny pozadavek po-
neékud spekulativni. Napf. na kontufe, kde je pohyblivy objekt piekryvan objektem pevnym, urcité
miize byt zména rychlostniho pole nahla.) Pozadavek ,,mirné zmény“ rychlostniho pole Ize vzit v Giva-
hu tak, ze hledame takové funkce #'(u,v), v'(u,v), které vyhovuji rovnici (12.45) a pfi tom soucasné
minimalizuji funkcional

= ’2 )
u v .L[(u +u,, ) (v +v; )]dxdy (12.46)
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Minimalizaci funkcionalu s dopliiujici podminkou ve tvaru rovnosti (rovnice (12.45)) lze, jak znamo,
provést metodou Lagrangeovych multiplikatort. S ohledem na charakter ulohy, kdy miizeme ptipustit
i ptiblizné teseni, lze postup zjednodusit. Zaved’'me oznaceni

G(u'v')= ”(fuu'+fvv'+ft)2dudv. (12.47)
Q

Nyni minimalizujme funkcional F(u',v') + AG(u/',v'"), kde A je zvolena realna kladna konstanta. V tomto
ptipadé jiz ovSem neni zajisténo, ze rovnice (12.45) bude splnéna presné. Velikost konstanty A uréuje
vahu, jakou ma pozadavek na splnéni rovnice (12.45). Velké hodnoty A zptisobuji, ze je dobie splnéna
rovnice (12.45), ale hiife pozadavek (12.46). U malych hodnot A je tomu naopak. Kone¢né jesté po-
znamenejme, ze at’ jiz feSime problém minimalizace funkcionalu jakoukoli metodou, je nutné zadat
okrajové podminky pro «',v' (tedy hodnoty téchto funkci na okrajich obrazu). Okrajové podminky by-
vaji zpravidla opét zadavany ponékud spekulativné (napt. #'(u,v)=v'(u,v) = 0).

Na zavér podkapitoly o optickém toku jesté ukazeme nékolik ptikladti rychlostniho pole jednodu-
chych objektii. Predpokladejme nejprve izolovany bod X pohybujici se ve scéné. Poloha bodu ve scé-
né je popsana vektorem (x(£), y(¥), z(¢)). Scénu pozorujeme kamerou, jejiz stfted promitani je umistén
do pocatku soufadného systému a jejiz primétna ma rovnici z = —f, kde fje ohniskova vzdalenost (obr.
12.3a). Pro rychlost pohybu obrazu bodu X z podobnosti trojiihelnikti snadno dostaneme

u'(z):di[— f%} v'(t)=%[— f%} (12.48)

1

Nyni uvazujme rovinnou plochu, ktera se pohybuje rovnobézné s primétnou (obr. 12.3a). Necht X je
bodem této plochy. V case =0 je poloha bodu X popsana vektorem (xg,y,zo). V €ase ¢ je poloha té-
hoz bodu x(¢) = xy+twt, y(1) = vy, z(t) = zy. Pro rychlost pohybu obrazu bodu X mame

u'(z):%[—f%om}:—%, ﬁr):%[—fﬁ—s]:o. (12.49)

Rychlostni pole odpovidajici popsanému ptipadu je znazornéno na obr. 12.3a. Podobné dale uvazujme
ptipad, kdy je pohyb popsan rovnicemi x(¢) = xg, W(¢) = yg, z(f) = zg+wt (w > 0, jedna se tedy o pohyb
roviny smérem ke kamete). V tomto pripadé obdrzime

(1) d[—f all ]:(ﬁcow v'(t)—d[—f 20 ]:(fyowz. (12.50)

= — 5 > = —
dz Z0+Wt Z0+Wt) dr Z9 +Wt)

Zg + wit

Odpovidajici rychlostni pole je znazornéno na obr. 12.3b.

x(f)=xqtwt
()= z=zytwt

Obr. 12.3. Rychlostni pole vytvotené pohybujici se rovinou.
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Dodatek A: Zakladni pojmy a vztahy po¢tu pravdépodobnosti

Pro zavedeni potfebné terminologie, symboliky a pro pohodli ¢tenaie uvadime v tomto dodatku pre-
hled zakladnich vztahii z po¢tu pravdépodobnosti, kterych vyuzivame v tomto textu.

A.1 Nahodna proménna

Vysledkem statistického experimentu je néjaky elementarni jev ®. Mnozina viech elementarnich jevi,
které mohou pfi experimentu nastat, je Q={®{,®;,03,...}. Ke kazdému elementarnimu jevu w,e Q
muzeme prifadit realné ¢islo (pravdépodobnost) p; tak, ze p;>0 a Xp~=1. Necht 4 je podmnozinou
mnoziny Q. Mnozinu 4 nazyvame udalosti. Také samotna mnozina Q je udalosti (jista udalost).
Prazdna mnozina je rovnéz udalosti. Jestlize 4;, 4; jsou udalosti, pak také —4;, 4,N 4;, 4,04, jsou
udalosti. Dv€ udalosti 4;, 4; se vzijemné vylucuji pravé kdyz 4,n4; = . Ptitad’'me udalosti 4 pravdé-
podobnost P(4) podle pravidel

PA)20, PQ)=1, jelidnd,=D, pak P(404))=P(4)+ P(4)). (A.1)

Je ziejmé, ze pravdépodobnost P(4) je rovna souétu pravdépodobnosti téch elementarnich jevi, které
jsou v 4 obsazeny. Uvazujme nyni funkci f(®;), ktera ke kazdému elementarnimu jevu prifadi realné
¢islo. Funkce f(®,) se nazyva nahodna proménna. Zapis {f < z} oznacuje udalost {w; | f(w;) < z}. Po-
dobné¢ oznaduji {z; <f <z}, {f= 1z} udalosti {®;]|z; < f(w;) < 2z} nebo {w;| f(w,) = z}. Pravdépodob-
nost P{f < z} udalosti {f < z} je funkci z. Tuto funkci nazveme distribu¢ni funkci nahodné proménné
f a oznaCime Py(z). Je tedy

Plz)=P{f<z}. (A2)
Distribuéni funkce ma nasledujici vlastnosti
P—o0)=P{f<—00} =0, Poo)=P{f<+e0}=1, (A3a)
Pf(Zl) < Pt(Zz) &z < z, (A3b)
fp{ z1 <f<z5 } = Pdz) — Pi(zy). (A.3c)

Derivace pdz) distribuéni funkce Pgz) se nazyva hustota pravdépodobnosti nahodné proménné f.
Mame tedy

d7(z I
pi(2)= cfé ). B(z)= [ pe(e)z. (A4.,5)

Z vlastnosti (A.3¢) distribu¢ni funkce a z rovnice (A.5) mame
Plz <f<z}= J:pf (z)dz . (A.6)

21
Pro dostate¢né malé Az lze psat Plz<f<z+ Az} =pdz) Az (A7)
f/){z<f SZ+AZ}
Odtud ma =li . A8

ud mame P (z) AZIE:O . (A.8)

Rovnice naznaduje mozny postup pii praktickém stanoveni hustoty pravdépodobnosti: Proved'me N
(velky pocet) experimentd. N, necht’ je polet experimentd, kdy ndhodna proménna padla do intervalu

(z, z + Az). Hodnota pdz) v bodé z je pak piiblizné dana podilem N, / (N Az). Stiedni (o¢ekavana)
hodnota E{f} ndhodné proménné f je definovana vztahem

E{f} = ]fzpf(z)dz . (A9)

Vyznam uvedeného vztahu je lépe patrny, aproximujeme-li integral sumaci
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E{ff}=> zp(z)Az =) zP{z, <f <z + Az} (A.10)
i i
Necht’ g je nahodna proménna, ktera je funkci nahodné proménné f. Je tedy g = £(f). Pak plati
E{g}=E{/(f)} = [£(z)pe(z)dz . (A.11)

Necht’ iy oznaduje stiedni hodnotu ndhodné proménné f. Pak variance (rozptyl) 67 nahodné promén-
né f je definovan vztahem

of =Ef(t -} = (- Porlo)e:. (A12)

—oo

Odmocnina z variance se nazyva smérodatna odchylka. Nahodna proménna f ma normalni rozlozeni,
jestlize jeji hustota py(z) pravdépodobnosti je Gaussova kiivka. Mame proto

_ 1 ~(z—np)’
pf(z)—ofmexpl 26% :I (A.13)

A.2 Podminéna pravdépodobnost

Uvazujme dvé udalosti 4,B. Jak bylo uvedeno dfive, je AnB také udalost. Podminéna pravdépodob-
nost {4 | B} udalosti 4 za piedpokladu, Z¢ nastala udalost B, je definovana vztahem
P(A|B)=P(ANB) | P(B). (A.14)
Distribu¢ni funkce Py(z | B) podminéné pravdépodobnosti nahodné proménné f za predpokladu, ze
nastala udalost B, je definovana jako podminéna pravdépodobnost udalosti {f < z}. Je tedy
Pz| B)=P{f<z| B} = P({f<z}nB) /| P(B). (A.15)
(Citatel tedy zahrnuje viechny elementarni udélosti w; pro které plati f(w;)<z a soutasné w,e B).
Podminéna hustota pravdépodobnosti je definovana vztahem
an ()

pe(4B)= —5 (A.16)

Podminéna stiedni hodnota E{f| B} je pak ve shodé s vyrazem (A.9) dana piedpisem

oo

E{f|B} = [ zp¢(<|B)dz . (A.17)

Pro pravdépodobnost P(4ANB) soucinu udalosti 4,B plati
P(ANB) = P(A4| B) P(B)= P(B|A) P(A). (A.18)
Vztah (A.18) byva nazyvan Bayesovym vztahem. Jestlize jsou udalosti 4,B nezavislé, pak (4 | B) =
P(A), P(B|A)=P(B) avztah (A.18) tak prechazi na tvar
P(ANB) = P(4) P(B). (A.19)

A.3 SdruZena pravdépodobnost

Necht Q={®;,m,,...} je op€t mnozina vSech moznych elementarnich jevi. Na této mnoziné definujme
nyni n funkci f1(®;), fr(®))...., £,(®;). Kazda z téchto funkci zobrazuje mnozinu Q elementarnich jevi
do mnoziny realnych ¢isel, a kazda je proto nahodnou proménnou. Podle podkapitoly A.1 je kazda z
mnozin {fi<z,}, {£,<7,},..., {f,<z,} udalosti. Uvazujme udalost, ktera vznikne sou¢inem

{f] SZ]} M {fz SZz} MN...M {fn SZn} = {f] <z, 6 <o, 1, SZn}.
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Tato udalost obsahuje ty elementarni jevy ;,, pro které plati fi(®;) < z1, H(®) < z;,..., £,(®) £ z,.
Pravdépodobnost této udalosti (v zavislosti na zy,z»,..., z,) nazveme sdruzenou distribu¢ni funkci. Je
tedy

Pfl f (Zl,Zz,..., ) J {fl <Zl f2 Zy 5. fn SZI’I}' (A20)

......

..... f, (Zlazza---azn)

0z,0z,...0z,,

Neékdy chceme vySetfovat situace, kdy na hodnotach né€kterych nahodnych proménnych nezalezi
(feknéme, ze se jedna o promeénné f,,..., f,, kde i<n). V takovém piipadé mizeme udalost {f; <z;}N
{H<oin .. .n{f,<z;} zapsat ve tvaru {fi<ziin{f <z o <z in{fis ool oo N{f, S oo},
Proto plati

(A21)

l)f1 ,,,,, fi (Zl,Zz,...,Zl-):IDfl _____ f" (Zl,Zz,...,Zl-,oo,...,C’o). (A22)

Analogicky ke vztahu (A.5) pro jednu ndhodnou proménnou plati i zde

Z1 22

Py g (2122500 _[_[ _[Ptl ..... (&1,825--,E, )G dE, .. dE,, . (A.23)

—00 —0o0

(A.24)

Dale plati Dsy.. 1, (Z],Zz,... Z-) =

,,,,,,

a pfl f; (Zl,Zz,...,ZI-): J. J. J.pfl f, (Zl,Zz, ,Znﬁzi_HdZH_Z“.dZn . (A25)

..........

Necht’ nahodna proménna g je funkci ndhodnych proménnych f1.f,..., f, , tedy g = £{f},5,..., f,}, Pak
stiedni hodnota ndhodné proménné g je dana vyrazem

E{g}= J J J.'f 21520000020 )Pty (152250022 )A21d25 .. 2 (A.26)
Nahodné proménné f.f,,..., f,, nazveme nezavislymi, kdyz plati
eyt (21220052, ) = Pr, (21)Pry (22)--- 2, (20) - (A.27)
Nahodné proménné f.f,,..., f, nazveme nekorelovanymi, kdyz pro kazdé i #; plati
E{f; £} = E{f;} E{f;}. (A.28)
Kovarianci Cy; f; dvou ndhodnych proménnych f.f; definujeme vztahem
Cri = E{(f; — 1g) (6 — wp)} (A.29)
Roznasobenim Clend v zavorkach a uplatnénim stfedni hodnoty na kazdy ze s¢itanci lze dokazat, Ze je
Crr; = EXE £} — 1y, ug,e (A.30)

Odtud vidime, ze nahodné proménné f..f,...., f, jsou nekorelované pravé tehdy, jestlize kovariance
kazdych dvou rliznych z nich se rovna nule.

Dodatek B: ReSeni predeterminovanych systémi linearnich rovnic
M¢éjme systém m rovnic o n neznamych. Jestlize plati m>n, pak je systém piederminovany. Piedeter-
minované systémy byvaji v praxi ¢asto nekonzistentni. K nekonzistenci dojde napt. tehdy, jestlize

jednotlivé rovnice byly sestaveny na zaklad€ méfeni, ktera byla zatizena nepfesnostmi. Pfisné vzato si
rovnice v nekonzistentnim systému odporuji a systém by tak teoreticky nemél mit zadné feseni. Prak-
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ticky muze byt ale zajimavé najit hodnoty neznamych, které v jistém smyslu v§em rovnicim systému
vyhovuji co nejlépe. Tyto hodnoty budeme nazyvat feSenim predeterminovaného nekonzistentniho
systému. Uvazujme systém tvaru

Ax=b, (B.1)
kde x je vektor hledanych hodnot, b je vektor pravych stran a A je matice soustavy. Rozméry vektori
x,b a matice A jsou postupné n, m, mxn. Reziduum (miru nesplnéni jednotlivych rovnic) soustavy
(B.1) muzeme vyjadiit vztahem

r=Ax-b. (B.2)
Reseni x soustavy (B.1) mizeme najit tak, aby minimalizovalo délku vektoru r. Hleddme tedy
min[rTr] = min[(Ax - b)T (Ax - b)] . (B.3)
X X

Ukézeme, 7e feSeni ziskané na zaklad€ vztahu (B.3) je ekvivalentni s feSenim ziskanym tzv. zobecné-
lou inverzi, které lze ziskat jednoduchou Gpravou vztahu (B.1). Dostaneme

X = (ATA)_IATb. (B.4)

Je tedy x* feSenim, které ve smyslu vztahu (B.3) nejlépe vyhovuje dané soustavé. Zdivodnéni uvede-
ného tvrzeni je nasledujici: VSechna mozna rezidua vyplni m-rozmérny euklidovsky prostor E*,
vSechna feseni vyplni n-rozmérny euklidovsky prostor E”. Soucin

E™ Ax zobrazuje prostor E” do prostoru E”. Obecné obrazy vSech

prvkid z E”? vytvoti v E™ n-rozmérny podprostor prostoru E™.
Uvazujme napftiklad nasledujici systém dvou rovnic o jedné ne-

b “obraz E” znamé: 2x=1, 3x=2. V tomto pfipadé ma matice A tvar A=(2,3)".

AX Jednorozmérny prostor E! je prostor viech moznych hodnot x.

Tento prostor se zobrazuje do dvojrozmérného prostoru E2 jako

Obr. B.1. K feSeni piedeter- primka (2x,3x) o smérnici 3/2. Délka vektoru r z rovnice (B.2) je
minovanych soustav. vzdalenosti mezi body, které jsou v E” reprezentovany vektory

Ax, b (obr. B.1). Reziduum r bude nejmensi, jestlize x nabude
takové hodnoty x*, pfi niZ je vektor r kolmy k vektoru Ax. Podminku kolmosti vektorti Ax*, r miizeme
vyjadfit pomoci skalarniho soucinu ve tvaru

(Ax*)T (Ax* —b) =0. (B.5)
Upravou dostaneme (x*)T (ATAX* - ATb) =0. (B.6)

Rovnice (B.6) bude splnéna, kdyz vyraz ve druhé zavorce na levé stran€ rovnice bude nulovym vekto-
rem (varianta, kdy by nulovym vektorem byl samotny vektor x*, neni prakticky zajimava). ReSenim
rovnice ATAX" —ATb=0 snadno ziskdvame hledany vztah (B.4).

Dodatek C: Hleddani minima s podminkou

Ulohou je najit vektor x=(x,x,,..., x,) hodnot, v nichz dana funkce f{(x) nabyva lokalniho minima. P¥i
tom maji byt dale splnény podminky g;(x)=0, g:(x)=0...., g,(x)=0, kde g(x) jsou zndmé funkce. Ulohu
lze tesit metodou Lagrangeovych multiplikator. Metoda se opira o tvrzeni, Ze hledané feseni mini-
malizuje funkci

p
F(x,kl,lz,...,k},):f(x)+27»l-gl-(x). (C.1)
i=1

Pivodni problém s dopliiujicimi podminkami je tak pfeveden na problém bez podminek. Nyni je tieba
najit hodnoty x,Ai,Az,..., A,, pro které funkce F nabyva minima. Minimum lze nalézt uplatnénim ob-
vyklého postupu tak, Ze polozime dF/0x=0, dF/0A=0. Dostaneme
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OF (X A1 R,000 )
ox

_ (), &, 9ai(x)
== +i:21x,. ™ =0, (C.2)

OF (X, A1 Rz )
oA,

3

:gi(x)=0. (C3)

Vztah (C.2) dava n rovnic, vztah (C.3) dava p rovnic. Z uvedené soustavy mlizeme fesit n+p nezna-
mych x1,%2,..., X5, Ai,A2,..., A, Komplikace nastanou, jestlize soustava (C.2), (C.3) vyjde nelinearni,
coz je v praxi bohuzel dosti ¢asté. Pro tento piipad je v dodatku D popsana metoda, kterou lze pro
minimalizaci funkce £ snadno pouzit, aniz by na jeji derivace byl kladen pozadavek linearity. Rovnice
(C.3) také ukazuje, Ze minimalizace nové zavedené funkce F skutecné zajisti splnéni pozadovanych
dopliujicich podminek.

Dodatek D: Hledani minima gradientni metodou

Ulohou je najit vektor X=(x1,x,..., X,,), v némz dané realna funkce f(x) nabyva minima. Gradientni
metoda je metodou iteracni. Jeji princip vychazi z jednoduché predstavy: Béhem iteraci pocitame
posloupnost x” hodnot vektoru x tak, ze vzdy postupujeme proti sméru gradientu funkce £x) o n&jaky
jeho priméfeny nasobek tak dlouho, dokud se délka gradientu dostate¢né nepfiblizi nule (vzdy tedy
postupujeme ve sméru, v némz hodnota funkce nejvice klesa). Necht x“ oznaguje hodnotu vypogita-
nou v i-tém kroku. Hodnotu x“*V v (i+1)-vém kroku po¢itame podle piedpisu

XUt = x® _ kgrad[f(x)]xzx(’) 5 (-

kde £ je realna dostate¢né¢ mala hodnota (tak mald, abychom minimum nevhodné velkym krokem
Lhepreskocili). Vyhodou gradientni metody je, Ze ji lze jednoduse aplikovat zejména v nelinearnich
tlohach, v nichz by uplatnéni obvyklé podminky df/ox=0 vedlo na soustavu nelinearnich rovnic. Gra-
dientni metodu lze obvykle velmi snadno implementovat. Nevyhody jsou obdobné jako u ostatnich
itera¢nich metod: Je nutné fesit otazky konvergence a otazku vhodné volby vychozi hodnoty x. Z
principu metody je téz ziejmé, Ze gradientni metoda hleda minimum lokalni, aCkoli pfi feSeni praktic-
kych uloh bychom ¢asto pozadovali minimum globalni (odtud opét vyplyva potieba dostatecné dobré-
ho odhadu poc¢ateéni hodnoty x). Gradientni metoda je znama svoji pomalou konvergenci. Rychlost
konvergence navic klesa s tim, jak se délka gradientu blizi k nule, kdyz se x pfiblizuje k hledanému
feSeni. | pfes uvedené nedostatky vSak miize byt gradientni metoda dobrou metodou pro prvni experi-
mentovani s feSenym problémem.
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